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Introducción 

Los marcos son sucesiones de vectores 

en un espacio de Hilbert separable que 

generalizan a las bases. La diferencia 

radica en que la reconstrucción que 

permiten no es única, es decir, existe más 

de una colección de coeficientes para la 

representación de un vector como 

combinación de los elementos del marco. 

Por esto se dice que son redundantes. 

Estos coeficientes están vinculados a 

otras sucesiones llamadas marcos duales. 

En la práctica, el cálculo de duales no es 

exacto. Los marcos duales aproximados 

aparecen en la teoría como una posible 

respuesta a esta situación. 

Cuando se trata de un marco para un 

subespacio, la reconstrucción también 

puede hacerse con coeficientes que 

dependen de marcos duales que no 

necesariamente se encuentran incluidos 

en este. Esto se conoce en la teoría como 

marcos duales oblicuos. El nombre de 

oblicuos se deriva de la vinculación de la 

representación que se logra y las 

proyecciones oblicuas. 

En este trabajo se introduce el concepto 

de marcos duales oblicuos aproximados, 

para dar respuesta a situaciones donde, 

por un lado, el marco y su dual pertenecen 

a subespacios distintos y, por otro , no se 

cuenta con el dual oblicuo exacto. 

 

Objetivos 

Estudiar propiedades que permitan 

desarrollar el concepto de marcos duales 

oblicuos aproximados, introducido en este 

trabajo, a partir de objetos ya presentes 

en la teoría de marcos. 

 

Materiales y Métodos 

Los materiales utilizados fueron artículos y 

libros, la mayoría de ellos citados en la 

bibliografía. 

La metodología de trabajo fue la usual en 

Matemática. Se estudiaron resultados 

previos sobre marcos y dualidad. Las 



 
 

 
 
 

conjeturas fueron demostradas o 

desechadas mediante contraejemplos. 

 

Resultados y Discusión  

Dado H un espacio de Hilbert separable, 

un marco en H es una sucesión {fk} para la 

cual existen los números reales positivos 

A y B tales que  

 

para todo f en H. 

Un marco no es necesariamente una 

base, pero una propiedad muy importante 

de estos es la de permitir, al igual que una 

base, la representación de todos los 

vectores del espacio mediante 

expansiones en series utilizando como 

coeficientes a elementos de l2(N). 

En virtud de esto, tiene asociado un 

operador acotado 𝑇: ℓ2(ℕ) → 𝐻 tal que  

 

a T se lo conoce como operador de 

síntesis.  

Su adjunto 𝑇∗: 𝐻 → ℓ2(ℕ) está definido por 

 

y es llamado operador de análisis. 

La composición de estos define, en H, al 

operador acotado S que se lo conoce 

como operador de marco. 

 

Los marcos también tienen asociadas 

otras sucesiones {gk} que verifican 

 

para f en H.  

Estas también resultan ser marcos y son 

denominadas marcos duales de {fk}. 

 

Duales Aproximados 

Dados dos marcos {fk} y {gk} en H, siendo 

T y U sus respectivos operadores de 

síntesis, decimos estos son marcos 

duales aproximados si 

 

 

Marcos Oblicuos 

Dados dos subespacios cerrados, W y V, 

en H tales que H = W ⊕ V⊥. Si {fk} es un 

marco para W y {gk} es un marco para V, 

cuyos operadores de síntesis son 

respectivamente T y U; decimos que {gk} 

es un dual oblicuo para {fk} en V si 

 

donde EWV┴ es la proyección oblicua sobre 

W a lo largo de V⊥, es decir, EWV┴ es el 

operador acotado el H que es tal que EWV┴ 

f = f, si f en W, y EWV┴ f = 0, si f en V⊥. 

 

En este trabajo se estudia la posibilidad 

de extender las propiedades de la 



 
 

 
 
 

reconstrucción aproximada (duales 

aproximados) al caso de marcos oblicuos. 

Se introduce la definición de marcos 

duales oblicuos aproximados.  

En un espacio de Hilbert H = W ⊕ V┴, 

donde W y V son dos subespacios 

cerrados. Diremos que las sucesiones {fk} 

⊂ W y {gk} ⊂ V son marcos duales 

aproximados si 

 

donde T y U son los operadores de 

síntesis para {fk} y {gk}, respectivamente. 

Una característica importante es que se 

permite la reconstrucción aproximada 

tanto en W como en V, en virtud de que 

también se verifica 

 

A partir de esta definición se muestra que 

los duales oblicuos aproximados 

conservan y, por lo tanto, extienden 

propiedades tanto de duales aproximados 

como de marcos oblicuos. 

 

Entre los resultados obtenidos podemos 

mencionar: 

Diferentes caracterizaciones de los 

marcos duales oblicuos aproximados, 

tanto en términos de expansiones en serie 

como de operadores. 

Proposición: Sean {fk}, {gk} sucesiones 

de Bessel en H, tales que span{fk} = W y 

span{gk} = V, con H = W ⊕ V┴. Entonces 

son equivalentes: 

I. ||𝐸𝑊𝑉⊥ −∑ 〈𝑓, 𝑔𝑘〉𝑓𝑘𝑘 || ≤ 𝜖||𝜖|| para f 

en H y algun 𝜖 > 0. 

II. ||𝜖𝜖𝜖⊥𝜖−∑ ⟨𝜖,𝜖𝜖⟩𝜖𝜖𝑘 || ≤ 𝜖||𝜖|| 

para f en H y algun 𝜖 > 0. 

III. |⟨𝜖𝜖𝜖⊥𝜖,𝜖⟩ − ∑ ⟨𝜖,𝜖𝜖⟩⟨𝜖𝜖,𝜖⟩𝑘 | ≤

𝜖||𝜖||||𝜖|| para f, g en H y algun 𝜖 > 

0. 

IV. |⟨𝜖𝜖𝜖⊥𝜖,𝜖⟩ − ∑ ⟨𝜖,𝜖𝜖⟩⟨𝜖𝜖,𝜖⟩𝑘 | ≤

𝜖||𝜖||||𝜖|| para f, g en H y algun 𝜖 > 

0. 

 

Se demostró que se puede obtener una 

reconstrucción de los elementos de cada 

subespacio tan cercana como se desee. 

Proposición: Si {fk} y {gk} son duales 

oblicuos aproximados siendo T y U, sus 

correspondientes operadores de síntesis, 

se verifica que: 

Para N 𝜖 N fijo, si consideramos el 

siguiente vector 

 

entonces, {𝛾𝜖
(𝜖)} es un dual oblicuo 

aproximado de {fk} en V y; si 𝜖𝜖 es su 

correspondiente operador de sintesis, se 

tendrá: 



 
 

 
 
 

||𝜖𝜖𝜖⊥ − 𝜖𝜖𝜖
∗|| ≤ ||𝜖𝜖𝜖⊥ −𝜖𝜖∗||

𝜖+1
→ 0 

cuando 𝜖 → 0. 

 

Cuando H un espacio de Hilbert tal que H 

= W ⊕ V┴, donde W y V son dos 

subespacios cerrados. Dado un marco {hk} 

⊂ V y un dual oblicuo {fk} ⊂ W de {hk}, se 

encontraron condiciones bajo las cuales 

una perturbación {gk} ⊂ V de {hk} es un 

dual oblicuo aproximado de {fk}. 

Proposición: H espacio de Hilbert. W, V 

subespacios cerrados tales que H = W ⊕ 

V┴. {hk} un marco para V. {gk} ⊂ V, una 

sucesión tal que ∑ |⟨𝜖,𝜖𝜖 − 𝜖𝜖⟩|
2

𝑘 ≤

𝜖||𝜖||
2
, para f 𝜖 V. {fk} un dual oblicuo de 

{hk} en W cuya cota superior de marco, C, 

verifica que 𝜖 <
1

𝜖
. 

Entonces, {gk} es dual oblicuo aproximado 

de {fk} en V. 
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