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Resumen

El presente trabajo se enmarca en la teoria de polinomios ortogonales matriciales que satisfacen
una ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico.

Debido a la no conmutatividad de matrices y a la existencia de matrices singulares, en esta teoria
surgen interesantes fendémenos ausentes en el caso de los polinomios ortogonales clasicos. Mientras
que en éste sélo existen tres familias distintas que son ortogonales respecto a un peso positivo,
en el caso matricial la cantidad de familias es infinita. Ademads, esta teoria se caracteriza por la
existencia de varias familias distintas de polinomios ortogonales matriciales que son autofunciones
de un mismo operador diferencial de segundo orden, o de varios operadores diferenciales de segundo
orden que tienen a una misma familia de polinomios ortogonales matriciales como autofuncién [53].

El objetivo de este trabajo consistié en encontrar familias de polinomios ortogonales moéni-
cos matriciales {P, }nen, de tamaiio 2 X 2, que son autofunciones del operador hipergeométrico

confluente matricial )

d

D
dzx

es decir,
DP, = P, A, (n € Nop),

donde A,, es un autovalor diagonal y C,V € C?*2. Para ello se requiri6 el abordaje de conceptos
y resultados de las funciones hipergeométricas matriciales, en base a su antecedente clésico.

En primer lugar, el estudio se centrd en la btisqueda y definicién de las condiciones necesarias
que deben cumplir los coeficientes del operador diferencial (1) para que toda autofuncién sea una
familia de polinomios matriciales moénicos. Para esto, consideramos las expresiones en series de
potencia introducidas por S. Simondi y P. Romdn en [71]. A través del andlisis de los dos casos
posibles para el coeficiente n-ésimo de dichas series -que sea inversible o no-, encontramos que en
el primer caso, las familias obtenidas reducen al caso clasico. En cambio, cuando dicho coeficiente
es no inversible, la cantidad de familias nuevas es infinita. Al analizar el problema desde diferentes
perspectivas, utilizando la teoria desarrollada en [29,52,57], se determiné que dichas familias de
autofunciones polinomiales son ortogonales respecto a un peso matricial.

Con estos resultados se pretende avanzar un paso més hacia la consecuciéon de teoremas de
clasificacién como el de Bochner para las familias clasicas.



Introduccion

A modo de breve resena y con el propésito de ubicarnos en el marco histérico de esta teoria,
mencionaremos que fue en los albores del siglo XVIII cuando se comenzo6 a desarrollar el estudio
de las funciones especiales y los polinomios ortogonales en relacién con sus aplicaciones a la fisica.

La primera familia de polinomios ortogonales fue introducida en 1785 por A. M. Legendre a
partir del estudio de la atraccién de un cuerpo por una esfera. Por su parte, P. S. Laplace encontrd
su relacion con funciones esféricas en el estudio del movimiento planetario.

Mas adelante, en 1826, K. G. J. Jacobi introdujo una familia de polinomios ortogonales expre-
sados a partir de la funcién hipergeométrica de Gauss, que generaliza a los polinomios de Legendre.

La siguiente familia fue definida por P. S. Laplace en 1810 como aplicaciéon a la teoria de
probabilidades. P. L. Chebyshev estudié estos polinomios en detalle. Sin embargo, se nombraron
luego de la publicacién de C. Hermite en 1864.

La ultima de las llamadas familias clasicas fue dada por E. N. Laguerre en 1879, al buscar
o0

una solucién para la integral / e~ 't~'dt desarrollada en fracciones continuas. Luego, fueron

generalilzados N. Y. Sonin. Los polinomios de Laguerre surgen en la mecénica cudntica, en la
parte radial de la solucién de la ecuacion de Schrodinger para un atomo con un electrén. También
describen las funciones estaticas de Wigner de los sistemas osciladores en la mecanica cudntica en
el espacio de fase. Entran, ademads, en la mecanica cuantica del potencial Morse y del oscilador
arménico isotropico 3D.

Lo que hoy conocemos como teorema de Favard fue introducido en 1935 por J. Favard, aunque
en esencia el teorema habia sido usado por Stieltjes en la teoria de las fracciones continuas muchos
anos antes del paper de Favard y fue redescubierto varias veces por otros autores antes de su
trabajo.

La teoria general de polinomios ortogonales tuvo como pioneros a T. S. Stieltjes y P. L. Chebys-
hev, y se consolidé en 1939 con la monografia de Gabor Szegd Orthogonal Polynomials [76].

Todas estas familias de polinomios ortogonales resultaron tener propiedades interesantes en
comun, en particular, todas son autofunciones de un operador diferencial de segundo orden de la
forma:

d=o(t d—2 t 4 A
70()dt2+7_()dt+ ’
donde ¢ y 7 son polinomios de grado a lo sumo 2 y 1, respectivamente, y A € C. Esta propiedad
caracteriza a las familias de polinomios de Jacobi, Hermite y Laguerre, como fue probado por
S. Bochner en 1929, al buscar para cudles funciones de peso existen operadores diferenciales de
segundo orden que tienen como autofuncién una sucesién de polinomios ortogonales. Los resultados
obtenidos se encuentran en [5] y se pueden resumir en la siguiente tabla:



’ Ecuacién Diferencial \ Autofuncién ‘
Yy '+ (0+ex)y +Ay=0 Polinomios de Hermite
xy" + (0 +ex)y +Ay=0 Polinomios de Laguerre
z(l—2)y" + (0 + ex)y’ + Ay = 0 | Polinomios de Jacobi

Otra caracterizacién fue dada por Sonin en 1887, quien prob6 que las tinicas familias de poli-
nomios ortogonales cuyas derivadas son también ortogonales son las familias de Jacobi, Hermite y
Laguerre.

Una tercera caracterizacion fue porpuesta por F. Tricomi, en la cual estas familias pueden
expresarse en términos de una féormula de Rodrigues

B, d*
p(x) dam

(0" (z)p(2)),

pu(T) =

donde p(x) es el peso respecto al cual la sucesién de polinomios es ortogonal.

Los polinomios ortogonales clasicos tienen la ventaja de que pueden expresarse en términos de
funciones hipergeométricas. La mas destacada es la funcién hipergeométrica o Fj, que se representa
en términos de la serie hipergeométrica. El nombre fue acusiado por J. Wallis en 1656 [81] y fue
objeto de posterior estudio por L. Euler. Sin embargo, habria que esperar hasta el ano 1812 para
su primer tratamiento sistematico por parte de C. F. Gauss.

Los estudios realizados por E. Kummer en 1836 y por B. Riemann en 1857, condujeron a una
caracterizacion fundamental de la funcién hipergeométrica por medio de la ecuacién diferencial que
satisface. Riemann mostré que dicha ecuacién en el plano complejo puede caracterizarse por sus
tres singularidades regulares y que, ademads, toda ecuacién diferencial de segundo orden con tres
singularidades regulares puede convertirse en la ecuacién diferencial hipergeométrica por medio de
un cambio de variables.

En afos sucesivos, las miles de identidades descubiertas para la funcién hipergeométrica fueron
compiladas por H. Bateman [2], M. Abramowitz e I. Stegun [1].

Otra de las funciones especiales importantes para este trabajo es la funciéon hipergeométrica
confluente ;F;, una forma degenerada de la funcién hipergeométrica de Gauss, donde dos de sus
tres puntos singulares regulares confluyen a una singularidad irregular. Existen varias formas de
funciones hipergeométricas confluentes, que son esencialmente las mismas y difieren unas de otras
por funciones elementales y cambios de variables:

= Funcién de Kummer M(a, b, z), introducida en 1837 por E. Kummer y que es solucién de la
ecuacién diferencial de Kummer.

= Funcién de Tricomi U(a,b, z), introducida por F. Tricomi en 1947, también denotada por
U(a;b; z), y que es otra solucién de la ecuacién de Kummer.

= Funciones de Whittaker, que son soluciones de la ecuacién que lleva su nombre.

= Funciones de onda de Coulomb, que son soluciones de la ecuacién de onda de Coulomb.

La funcién hipergeométrica se puede generalizar como ,Fy(ay, ..., ap; b1, ..., b4, 2). La primera
notacién de estas funciones fue introducida por Pochhammer en 1870 y modificada por Barnes [73].

En resumidas cuentas, de lo anterior descripto se deduce la definicién de polinomios ortogonales
clasicos, es decir, familias que

(i) pueden expresarse en términos de una férmula de Rodrigues,



(ii) son autofunciones de una ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico,
(iii) verifican una relacién de recurrencia y

(iv) sus derivadas forman también una familia de polinomios ortogonales.

Los polinomios ortogonales matriciales fueron introducidos por M. G. Krein en 1949 [59, 60].
También fueron estudiados por Ju. Berezans’kii [4] y J. S. Geronimo [49] en relacién a la teorfa de
dispersion. Sin embargo, los trabajos sobre la teoria de polinomios ortogonales matriciales fueron
esporadicos. Este hecho se revirtio en las Gltimas décadas, con la aparicion de los primeros ejemplos
de polinomios ortogonales matriciales no triviales que son autofunciones de operadores diferenciales.
Esto permitié elaborar un conocimiento sélido y estructurado de esta teoria.

Durante los tdltimos 20 afios se han estudiado propiedades que extienden los resultados del
caso escalar, tales como férmula de recurrencia, el teorema de Favard [20, 21, 46], propiedades
asintGticas [17,18,24,43,83,84], aspectos algebraicos, propiedades de ceros, férmulas de cuadratura
gaussiana [19,25,39,44,45, 74] o problemas de densidad y de momentos matriciales [40-42,63,64].

Debido a la importancia de las familias clasicas de Hermite, Laguerre y Jacobi, uno puede
preguntarse qué familias de polinomios ortogonales matriciales {P, (x)} son autofunciones de un
operador diferencial de segundo orden de la forma

poayt i L4 2)
- 2d$2 1d$ 0

es decir,
DP, = P, A, (n € Nop), (3)

donde A; son polinomios matriciales independientes de n de grado a lo sumo i, y el autovalor A,
no depende de .

Este problema fue planteado por A. Durdn en 1997 [26], pero no ha sido hasta muy recientemente
cuando se han encontrado las primeras familias de polinomios ortogonales matriciales que satisfacen
la ecuacion (3) y para las cuales el peso matricial no es equivalente a una coleccién diagonal de pesos
escalares. Resultados al respecto pueden encontrarse en [6,9,12-14,25-38, 50, 53,55,57,67,68]. Se
han desarrollado nuevos e innovadores métodos para encontrar estas familias, pero se necesitaran
otros para lograr teoremas de clasificaciéon como el de Bochner para las familias clasicas.

En los tltimos afios se han desarrollado principalmente dos métodos para encontrar ejemplos
de familias de polinomios ortogonales matriciales que verifican ecuaciones diferenciales del tipo (3):

1. Resolviendo un conjunto de ecuaciones diferenciales matriciales con ciertas condiciones de
contorno:

WAy = AW,
2AWAy) = AiW + WA,
(WAy)" — (WAL + WAy =AW,

donde W es el peso matricial y A; son los coeficientes del operador diferencial (2) [29-32, 38,
55].

2. Recurriendo a técnicas de la teoria de representacién de grupos para la obtencién de funciones
esféricas matriciales asociadas al espacio proyectivo complejo P,(C) = SU(n + 1)/U(n)
[51,53-56,58,67,68,80].

En este seminario se presenta un método que nos permite calcular las familias de polinomios or-
togonales matriciales que son autofunciones de un operador diferencial hipergeométrico confluente



2 x 2. Ademas, determinamos condiciones necesarias sobre los pardmetros del operador diferencial
para que sus autofunciones con autovalor diagonal sean polinomios matriciales moénicos 2 x 2.

El presente trabajo se encuentra estructurado en tres capitulos y un apéndice.

En el capitulo 1 se enuncian definiciones y resultados basicos sobre la Funcién Hipergeométrica
de Gauss, la Funcién Hipergeométrica Confluente y la teoria de Polinomios Ortogonales Clésicos.

En el capitulo 2 se muestra una generalizacién de los resultados del capitulo anterior para el
caso matricial, es decir, definiciones y propiedades sobre la Funciéon Hipergeométrica Matricial
oH; introducida por J. Tirao en [77], la Funcién Hipergeométrica Confluente Matricial, que es un
caso particular de las Funciones Hipergeométricas Generalizadas estudiadas por S. Simondi y P.
Romén [71], y los Polinomios Ortogonales Matriciales.

Finalmente, en el capitulo 3 se desarrolla el aporte principal de este trabajo presentando re-
sultados inéditos. Alli se describe un procedimiento para hallar familias de polinomios matriciales
monicos, autofunciones de un operador diferencial de tipo confluente que son ortogonales respecto
a un peso matricial.
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Capitulo 1

Caso Clasico

En este capitulo introduciremos el concepto de funcién hipergeométrica gaussiana, definida por
Gauss en 1812, y de funcién hipergeométrica confluente, la cual es una forma degenerada de la
anterior. Aqui también desarrollaremos las principales propiedades de los polinomios ortogonales
clésicos.

1.1. Funcién Hipergeométrica de Gauss

Este nombre fue utilizado por primera vez por Wallis en 1655, quien se lo adjudicé a la serie
cuyo n-ésimo término es
ala+b)(a+2b)...[a+ (n—1)b].

Euler también lo usé en este sentido. Pero el uso moderno de este nombre aparentemente se
debe a Kummer [61].

La ecuacién hipergeométrica fue estudiada por Euler [47], Gauss [48] y Riemman [70], en-
tre otros. Se estima que tanto la ecuacién hipergeométrica como su solucién en serie fue escrita
primero por Euler en un manuscrito de 1778 y publicada en 1794. Riemann estudié la ecuacién
diferencial de tipo hipergeométrico a partir de sus tres puntos singulares regulares y, mediante seis
transformaciones conformes, obtuvo las 24 soluciones conocidas como soluciones de Kummer.

Desde entonces, muchos otros han encontrado generalizaciones y aplicaciones en la fisica, inge-
nieria y estadistica, ya que toda ecuacién diferencial de segundo orden con tres puntos singulares
regulares puede transformarse en la ecuacién diferencial hipergeométrica. Este resultado puede
profundizarse en [10,66].

Definicién 1.1.1. Para a,b,c € C, ¢ ¢ —INg y z € C definimos la funcién hipergeométrica de
Gauss como

N - (a)k (b)k 2k
2F1 (a,b,¢;2) = Z WE7
k=0
r k
donde (a), = (Fa(Jr)) es el simbolo de Pochhammer y I' es la funcién Gamma definida por
a

F(z):/ t*~tetdt.
0

Observacion. Notemos que o2 F} (a,b, ¢;z) = oF (b, a,c; z). Ademas, si a (0 b) es un entero negativo



2 CAPITULO 1. CASO CLASICO

—n, con n € N, la serie se reduce a un polinomio

i nl (b),, 2"
k:O N(e), k!
ya que, por definicion,
(~D)Fnt
(me =] =t MOEEET
0, si k> n.

A continuacién, analizamos la regién de convergencia de esta funcién.

Proposicién 1.1.1. La funcidn hipergeométrica oF; converge absolutamente en |z| < 1 y di-
verge absolutamente en |z| > 1. Ademds, si |z| = 1, oF} (a,b,¢;2) converge absolutamente para
Re(c—a—b) > 0 y diverge para Re (c —a —b) <0.

(@), (b)y, 2*

Demostracion. Sea z € C y ug = i Entonces
)y K
(@) g1 (0)) 11 Zht!
Uk+1 _ (i1 (k+1)! _ (a+Fk)(b+ k)z
Uk (a), (b), 2* (c+k)(k+1)"
() K
Consideramos ) (b &
ltm YL = o) g |CTROER) )
k—oo | U k— o0 (C + k‘) (k‘ + 1)

Por el criterio de D’Alembert la serie converge absolutamente en |z| < 1 y diverge en |z] > 1.

Supongamos ahora que |z| = 1. En este caso utilizaremos el criterio de Raabe, que establece
que dada una serie de términos positivos Y uy y constantes C, K y N tales que

U C | fk)
k1 S
Uk+1 % k + k)‘ ’
donde A es un indice mayor que 1y |f(k)| < K para todo k > N. Entonces, la serie > uy, converge
si C' > 1ydivergesi C <1 [8].
2

Calculamos y obtenemos el cociente de dos polinomios de cuarto grado Py @ en la
Uk+1
variable k:
4 3 2 2 2 2
Pk) = k* + K*(2Re(c)+2) + k (|c| +4Re(c)+1) + k:(2|c| +2Re(c)) + lef?,

Q (k) = k* + k* (2Re (a) + 2Re (1) + k* (|af® + b]° + 4Re (a) Re (b))
+ & (2Re (b) [af” + 2Re (a) [b]°) + Jaf” o],
cuyo resto es
R (k) = k* (2Re (c) + 2 — 2Re (a) — 2Re (b)) +
g (|c\2 +4Re(¢) + 1 — |af* — [b)> — 4Re (a) Re (b)) +

+k (2 c|® + 2Re (c) — 2Re (b) |a|* — 2Re (a) \b|2) + |e]* = |a? |b]?.
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Entonces, L2 1+ M Aproximando la raiz obtenemos
Up1 Q (k)
uy, 1 R (k) 1(R(k)>2 1 R (k)
=14= — - SEENEON (Rt
. 2Q(k)  s\Q®) 2Q (k)

Estimamos el cociente R (k) /Q (k):

Q) R K2
donde fk(f) = ];2((:)) con Ry (k) el resto de R (k) /Q (k).
Entonces Re( b+ 1) (k)
ug | elc—a—0+
| = 1+ ’ + 5

Como |f (k)| estd acotado para k suficientemente grande, por el criterio de Raabe la serie
converge en Re(c—a—b) +1 > 1 y diverge en Re(c—a—b) +1 < 1. Es decir, converge en
Re(c—a—b) > 0y diverge en Re(c —a —b) <0. O

A continuacién presentamos las relaciones de contigiiidad para la funciéon hipergeométrica que
fueron obtenidas por Gauss en 1812. El término se utiliza para indicar que uno de los parametros
se modifica en +1, es decir, si denotamos F = 5F} (a,b,¢; z), sus funciones de contigiiidad son
Flatl)=9F (a+1,b,¢;2), F(bx1)=9F1(a,bt1,¢;2) y F(ct1l)=9F (a,b,ct1;2).

Proposicion 1.1.2. Las relaciones de Gauss para la funcidn hipergeométrica o Fy (a,b, c; z) son

(i) (c—a—b)F+a(l—2)F(a+1)—(c—b)F(b—1)=0.
(ii) (c—a—1)F+aF(a+1) = (c—1)F(c—1) =0.

(iii) c(1—2) F — cF (a—1) + (c— b) 2F (c+ 1) = 0.

(i) (c—a—b)F+b(1—2)F(b+1)—(c—a)F(a—1)=0.

() (c=b—1)F+bF (b+1)—(c—1)F(c—1) =0.

(vi) c(1—2)F—cF(b—1)+ (c—a) 2F (c+1) = 0.

(vii) (a—b)F —aF (a+1) +bF (b+1) = 0.
(viii) [c—2a— (b—a) 2] F+a(l—z2)F(a+1)— (c—a) F(a—1) = 0.

(iz) cla—(c—b) 2] F—ac(1—2) F(a+1)+ (c—a) (c — b) zF (c+1) = 0.

() b—a)(1—2)F—(c—a)Fla—1)+ (c—b)F(b—1) =0.

(i) [a—1—(c—b—1)z]F+(c—a)F(a—1)—(c—1)(1—2) F(c—1) = 0.

(wii) [c—2b+ (b—a) 2] F+b(1—2) F(b+1) — (c—b) F (b—1) = 0.
(xiii) clb—(c—a)z] F—bc(1—2) F(b+1) + (c—a) (c — b) 2F (c+ 1) = 0.
(iv) b—1—(c—a—1)zF+(c—b)F(b—1)—(c—1)(1—2)F(c—1) = 0.

() cle—1—(2c—a—b—1)z]F+(c—a)(c—b)zF (c+1)—c(c—1)(1—z) F(c—1) =0.



4 CAPITULO 1. CASO CLASICO

Demostracion. Probaremos las relaciones (i) y (ii), pues las demds se prueban de manera similar.

(i) Reemplazamos la funcién hipergeométrica F' por su expresién en serie de potencias,

(c—a—bF+a(l- )F(a—i—l)—(c—b)F(b—l)z

> a > a Zk > — Z
k::O

k=0 (C)k o () k! o)k (0. k!

Utilizando las propiedades de Pochhammer, tenemos que

a(a+ 1) = (a)r(a + k),

Factorizando, la expresién (1.1) se convierte en

(@) 2F et k=1 X (a)r(b)y 2
;;) OF ﬁkb+kf1_kzzo O et

Claramente, para k = 0 la igualdad se cumple. Para cada potencia k > 0 agrupamos los
coeficientes de 2¥,

(@), (), c+k—1 (a),_;(b),,

(@ (E=1!b+E—1  (0),_ 1(k !

(a+k—1).

Pero de la definicién de Pochhammer tenemos

(a)k

(@)g-1 = m-

Entonces, para todo k > 0 el coeficiente de z* es:

(@), (b)), [c+k—-1 (c+k—-1)(a+k—-1)

@ =D [bxk=1 axh—Dl+k—1)] "
Por lo tanto, (1.1) se anula.
(ii) Sustituimos F' por su expresion en series de potencia
(c—a—1)F+aF(a+1)—(c— 1)F(cfl)
> (a)k 2 (a+1)g(b)y 2" 2 (@) (D) 2*
(c—a-— +a)y ——2 —(ec—1) —.
ZO )k kg(] (¢)k k! P (c—1) k!

Por propiedad de los coeficientes Pochhammer,

ala+ 1), = (a)r(a + k),
1 (c=D(c+k-=1) c+k-1

P e s T R AN

La expresién anterior factorizada es

i(a)(,;)(b)kz’: c—a—1+a+k—(c+k—1)].
k=0 k

Peroc—a—14a+k—(c+k—1)=0. Con lo cual, se demuestra la relacién (ii).
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De ahora en adelante proseguiremos con la notacién F (a, b, ¢; z) = oF (a,b, ¢; 2).

Proposicion 1.1.3. La funcion hipergeométrica tiene la siguiente relacion con sus derivadas:

m _ @)y, (0), :
dsz( b Z)—WF(a+m,b+m7C+m,Z), m€N

s k
Demostracion. Como Z (azlg)(b)k %
k !

k=0
|z] <1y define a la funcién analitica F(a,b,c; z) para |z| < 1, entonces, converge uniformemente
en compactos contenidos en |z| < 1. Ademds, la funcién tiene derivadas de todo orden en su regién
de convergencia y son de la forma

es una serie de potencias que converge absolutamente para

dm > d™ [(a), (b), 2"
_ R — > .
dsz (a,b,¢;2) kE:d { . (m >0)

Procedemos por induccién sobre m:

d ab ) — - (a)y, (b), 2*71
sz(’b7 i) kZ:O (€)p (E=1)!

ab~(a+1).. . (a+k=1)(b+1)...(b+k—1) !

¢ = (c+1)...(c+k—-1) (k—1)!
S (D, (b4,
e — (c+1), il

b
:a—F(a—i—l,b—i—l,c—i—l;z).
c

dm—l b
Suponemos que WF (a,b,c;2) = WF (a+m-—1,b+m—1,c+m—1;z2). En-
m—1
tonces,
dm d (a) —1 (b) —1
F(a,b,c;2) = [mmF(a—l—m—l,b—i—m—l,c—i—m—l;z)
dz™ dz (c)m 1

(@) g (0) 12 (a+m—1), (b+m—1), 2zF1

(©)m c+m—1) (k—1)!
_(a)m_l(b)m_l(a+m—1) (b+m—1) = (a+m), (b+m), 2
B (€)1 (c+m—1) ; c+m) il

_ (@), (0)y
=,

(a+m,b+m,c+m;z).

Proposicion 1.1.4. La representacion integral de Euler para la funcion hipergeométrica es

I'(c) ! -1 c—b—1 —a
m/otb (1= (1= 2t)“dt,

con Re(c) > Re(b) >0 y |arg (1 — 2)| < .

(i) F (a,b,c;z) = F(a)FI‘<(Cc)a)/O =11 - t)cfafl (1— zt)fb "

con Re(¢) > Re(a) >0 y |arg (1 — 2)| < .

(i) F(a,b,c;z) =
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Demostracion.

(i) Escribimos el siguiente cociente de simbolos de Pochhammer como

(b), B(b+k,c—bTI(c)

o  TOT(-b) ~
[(z)l ! -
donde B (z,y) = F((:Z;U)‘f‘(;/)) = / =1 (1 — )Y dt es la funcién beta. Sustituimos el cociente
0
anterior en la expresion de la funcién hipergeométrica,
> b+kc b)T (c) 2F
(a,b,¢;2) Z T lc—b) =
k=0
I (c) - ! b+k—1 c—b—1
= t 1-¢ dt
TOT (- b 2= [ eras k
L' (c) 1b1 cbloo(a)k k
= t 1-1 —= (tz)" dt 1.2
T [, e Y k) (12)

Multiplicamos y dividimos por T'(—a — k + 1),

%:(_ )k F(*(I‘i’l)
k! T(k+)I(—a—k+1)

= (-1)* <_ka>

Reemplazando en (1.2),

i ' b—1 _ p\e—b—1 _ e
F(b)F(c—b)/O 1 -1) (1—2t)"“dt.

(ii) Como F (a,b,c;z) = F (b, a,c; z), del inciso anterior se deduce que

F(a,b,c;z) =

Fla,b,c2) = F(C)_a) /Oltal (1=~ (1= 20) " dt.

I'(a)T (¢

Corolario 1.1.5 (Teorema de sumacion de Gauss).

F(c)T(c—a—>b)
IF'(c—a)T(c—b)

(i) SiRe(c—a—0b) >0, entonces F (a,b,c;1) =

(i) Sia (o b) es un entero negativo —n con n € N, entonces F (—n,b,c;1) =

Demostracion.
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(i) Sean a, b, c € C tales que Re (¢ — a — b) > 0, ¢ ¢ —INg. Por la proposicién (1.1.4) tenemos

I'(c)
T@Te—gl@ec-ab

L' (c) F'(a)T(c—a—b)
['(a)T(c—a) I'(a+c—a—Db)
IL'(c)T(c—a—0b)
)

(i) Sea a = —n, con n € N. Por lo anterior,
F'e)l'(c+n—-b) (c—b),

F(—n,b7c§1):]_"(c+n)]_—‘(cfb)_ (C)n
O

Proposicién 1.1.6. Para todo z € C tal que |arg (1 — z)| < 7 las transformaciones de Euler de

la funcion hipergeométrica son:

(i) F(ab,c;z) = (1z)aF(a,cb,c; Zfl)

(i) F(a,b,c;z)=(1—2)"F <c—a,b,c; zi1>

(iii) F(a,b,c;z)=(1—2)""""F(c—a,c—b,cz).

Demostracion. Las transformaciones (i) y (ii) son andlogas, por lo que probaremos sélo (i) y (iii).

(i) Usamos la representacion integral de Euler de la funcién hipergeométrica

; ) T (c) | /01 et (1 pye-erbel (1 B Zz_f1>a dt.

'2-1) T(—bT(c—ctb

F(a,c—b7c

Multiplicamos ambos miembros de la igualdad por (1 — z)~¢

F (a,c —b,c; zzl) (1—2)"= F(cr(bc))l“(b)/o te=o= (1 - t)bil (1—z(1—1t) “dt.

Por medio del cambio de variable x = 1 — ¢, tenemos

F (a,c —b,¢; zi1> (1-2)""= F(ci(bc))F(b)/o (1—a2) " a1 (1 = 22) “da

= F(a,b,c;2).

(iii) Usando (i) y (ii) tenemos
F(a,bc;2)=(1—-2)"F (a,cb,c;zl)
- —

—(c=b)
) F(c—a,c—b,cz)

:(1—z)a<1iz

=(1-2) """ F(c—a,c—b,c2).
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Proposiciéon 1.1.7. Las siguientes son algunas funciones elementales que tienen representacion
hipergeométrica:

(i) (1—2)""=F(a,b,b;2).

(i) log (1 — z) = —zF (1,1,2;2).
(7ii) log (1 +2) = 2F (1,1,2; —z).
(iv) log<1+z> =2zF (;7 a; 2)

(v) arctg (z) = zF (3,1,3; —22).

Demostracion.

(i) Por la definicién de simbolo de Pochhammer se deduce que

1, sik=0
O =4
(O {0, sik > 0.

S (@4 (0, (zil)k .

2 (b), k!

Luego,

Usando la transformacion de Euler de la proposicién (1.1.6)
1—2)"=1-2)"F(a,0b——
- z SRS ”— 1
= F(a,b,b;z).

(ii) Escribimos la funcién log(1 — z) como serie de potencias, y utilizando que (1), = k!y (2), =
(k 4+ 1)! tenemos

log (1 — 2)

k) = (1)), (1)), 2F
), = —ZZ()(’;)()’“M = —2F (1,1,2;2).
k=0 k ’
(iii) Por (ii) tenemos que

log(1+2)=—(-2)F(1,1,2;—2) = 2F (1,1,2; —2).
. 14z ..
(iv) Como log e log (1 4+ z) —log (1 — z), usando (ii) y (iii) obtenemos

log(1+z> zi ’; Gl inm 2k

1
s T 22),, 2k

De que (1)y, = (2k)!'y (2)y, = (2k + 1)!, y multiplicando y dividiendo por k! tenemos

1+ 2 = (), (A
k’g(l z):2222k+k1 K
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Pero 13 2k-1
Vo1 29 o (1/2),
2k+1  2k+113 2k—1 " (3/2),°
555
Luego, .
o A ZOO (1/2), (1), (2?)" _ . 2
1g<1_z)—2 kZ:O G, H =22F (1/2,1,3/2;2%).
(v) Sabemos que para |z| < 1, arctg (z) %log (1 _7_ Z) Usando (iv) resulta
i e (1/2), (1), [G2)°)
arctg (z) = 5 (—2iz) ;} (3/’;>k k X
/2, ), ()
- ,; G2, W

2F (1/2,1,3/2;—27).

De la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias [75] sabemos que toda ecuacién diferencial
lineal homogénea de segundo orden con tres singularidades regulares puede transformarse en la
ecuacion diferencial hipergeométrica

2(1=2)f"(2) +[c— (a+b+1)2]f (2) —abf (z) =0, (1.3)

donde a, b, ¢ son ntimeros complejos arbitrarios independientes de z, ¢ ¢ —INy. A las constantes
a, b, c las llamaremos parametros de la ecuacién. Esta ecuacion diferencial tiene singularidades
regulares en z = 0, 1, co.

Teorema 1.1.8. En |z| < 1, la funcidén hipergeométrica es solucion de la ecuacidn diferencial
hipergeométrica (1.3).

Demostracion. Sea f(z) = F (a,b,c;z). Como f(z) es analitica en |z| < 1, representamos sus
derivadas de primer y segundo orden en términos de series de potencias de la siguiente forma

ﬁ . - (@), (b);, 2kl
=20, w
Pr S (@) b),
RS D (e

Reemplazamos dichas derivadas en (1.3),

k—2

1—zk§: = 2)!+[ (a+b+1)z Z —T
=2

fabz k k chk' (1.4)
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Si analizamos los coeficientes asociados a la potencia z* en (1.4), obtenemos las siguientes
ecuaciones

Co = c%b — ab,
Cy = (a)(zc)(b)z +c(a)(zc)(b)2 (a+b+ 1)“71) _ b&b’
~ (@ s (@), (D) C(a)k—H ()1 (a), (0)y . (), (0)
R Y L G R Y R O = A e

donde k£ > 2.

Por lo tanto, si resolvemos el sistema, obtenemos C} = 0 para todo k > 0. Se concluye que
F (a,b,c; z) es solucién de la ecuacién diferencial hipergeométrica. O

1.2. Funcién Hipergeométrica Confluente

En esta seccién consideramos una forma modificada de la ecuacién diferencial hipergeométrica
que se obtiene por la confluencia de dos de sus tres singularidades. Esta confluencia da una ecuacién
con una singularidad irregular y una regular. Se la conoce como ecuacién confluente o ecuacion de
Kummer. Como solucién de esta ecuacién surge la funciéon hipergeométrica confluente o funcién
de Kummer de primer tipo F(«, 3, x) [61].

Casos particulares de esta funcién son los polinomios de Laguerre que veremos en la siguiente
seccion. Otras funciones especiales, como la funcién exponencial, la funcién error y la funcién
gamma incompleta, también pueden ser representadas en términos de la funcion hipergeométrica
confluente.

A continuacién se desarrolla su definicién y algunas propiedades.

Definicién 1.2.1. Paraa,c € C,c ¢ —Ngy z € C definimos la funcién hipergeométrica confluente

como
> a)
1F1(a,c; 2) E

i
), k!

—

—

Decimos que la funcién hipergeométrica confluente es una forma degenerada de la funcién
hipergeométrica por lo siguiente.

Sea b € R. Evaluamos la funcién hipergeométrica de Gauss 2Fj(a,b, ¢; z), con pardmetros a, b
z

yc, C¢ 71‘N07 en 57

o (a b, c; ) i o, k'bk

k=0
y analizamos los primeros coeficientes

(b)

0 _
o !

(0),

T o 1’
b), bb+1) 1
b2 '

—
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Generalizando, para todo k& > 1 obtenemos

(0) _ bb+1).(b+k-1) (1+ 2) (1+ kb1> .

bk bk

Luego, hacemos tender b a infinito,
) Z\ = (a), z* 1 E—1\ )
Jim oFy (@b g) = Jim 3 © 5 (1 + b> (1 ) T hless)

z
Como oF} (a,b,c; z) tiene singularidades en z = 0,1,00, 2F} (a,b,c; 7) los tendrd en z =
0,0, c0. Pero cuando b tiende a infinito, la funciéon confluente 1 F; los tendrd en z =0y en z = oo,
este tltimo es confluencia de b y de oo.

Proposiciéon 1.2.1. La funcion hipergeométrica confluente converge absolutamente en todo el
plano complejo.

/ z .
Demostracion. Como la funcion o F} <a, b, c; g) converge absolutamente en |z| < b, cuando b tiende

a infinito la funcién 1 Fj(a,c; z) converge absolutamente en |z| < oo, es decir, en todo el plano
complejo. O

Proposicién 1.2.2. Las relaciones de 1 F1(a,c;z) con sus funciones de contigiidad son
(i) (c—a—1)1Fi+a1Fi(a+1)—(c—1)1Fi(c—1)=0.
(ii) c1Fy —c1Fi(a—1)—z1Fi(c+1)=0.
(iii) (c—2a—2)1F1+a1Fi(a+1)—(c—a)1Fi(a—1)=0.
(iv) cla+z)1F1 —ac1Fi(a+1)— (c—a)z1Fi(c+ 1) =0.
(v) (a—1+2)1F1+(c—a)1Fi(a—1)—(¢c=1)1Fi(c—1)=0.
(i) clc=14+2)1F1 —(c—a)z1Fi(c+1)—c(c=1)1Fi(c—1)=0.

donde 1F; = 1Fi(a,¢;2), 1Fi(at1)=1Fi(ax1l,¢2) y 1Fi(cx1) = 1Fi(a,c £ 1;2).

Demostracion. Probaremos las relaciones (i) y (ii) ya que las demds se prueban de manera similar.

(i) Si sustituimos la representacion en serie de potencias de la funcién confluente 1F; obtenemos
la siguiente igualdad

(c—a—1)1F1+a1F1(a+1)—(c—1)1F1(c—1

~—

e — (a)g 2¥ a°°(a+1)kﬁ_ e (e 2K
o GuE s T BT X e )

Usando las propiedades de Pochhammer,

ala+ 1), = (a)k(a + k),
c—1 c+k—1

(= (o
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La expresién (1.5) factorizada se reduce a

Z—c—a—l—i—a—i—k (c+k—1)] =0.
N k!
k=0
(ii) Reemplazamos la funcién confluente 1 Fy por su representacion,
= (a), 2" (@ — 1) 2F (a), 2Ft1
c1Fyi—c1Fi(a=1)—z1Fi(c+1)=c¢ = _c —— (1.6)
k:z=0(ck ! kz:;) (C)k k! & 0( +1)k k!
Por las propiedades de Pochhammer,
(@)r(a—1)
1) =
(a =1 a+k—-1"
1 _ c
(c+ D (Julc+k)
Factorizando (1.6), obtenemos la expresién
i a) ck i(a)k 2L ¢ .
M — |
Oc ka+k 1 kO(C)k k!l c+k
El coeficiente de 20, claramente se anula.
Para k > 1, el coeficiente de cada potencia de z es
(a)k R O ¢
(Ork—Na+k—-1 ()p_1(k—1)ec+k—1
_ k—1
Podemos reescribir (@)1 como ()s(c+ ) Entonces, el coeficiente de cada potencia de
(k-1 (r(a+k—1)
z es
(a)k 1 _ c+k—1 0
(k=1 |la+k—-1 (a+k—1)(c+k—-1) '
O

Proposicién 1.2.3. La funcién confluente 1 F1(a, c; z) tiene la siguiente relacion con sus derivadas

dm (a)
o 1Fi(a,c;2) =

(C)m 1Fi(a+m,c+m;2z)  (meN).

Demostracion. Como la funciéon confluente es analitica en todo el plano complejo, existen sus
derivadas de todo orden y

jz—mlFlacz idm[izﬂ (m >0).

Procedemos por induccién sobre m:
k-1

d OO( oo
e 1F1acz:ZZ— i Zz;
i

k=0

7’ *1F1(a,+1 C+1 Z)

Z .
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dmfl a
Suponemos que T 1Fi(a, ¢;2) = E ))m_l 1Fi(a+m—1,¢+m—1;2). Entonces,
2 €)1
dam d [(a),,_
o 1Fi(a,c;2) = o [EC)):_I 1Fila+m—1,c+m—1;2)

Proposicién 1.2.4. La representacion integral de Fuler para la funcion hipergeométrica confluente

es
L'(c) Lo —a—1pa-1
Fi(a,c;2) = (] p)ema—la—lgy
Fi(aes) = groma— et ,

con Re(c) > Re(a) >0 y|arg(l —z)| < .

Demostracion. Por lo visto en la proposicién (1.1.4), la representacién integral de la funcién hi-
pergeométrica es

1 L\
F (“’b’ “ B) - p(a)rp((c)a)/o (1 — et (1 - bt) dt,
para Re(c) > Re(a) > 0y |arg(l — 2)| < 7.

—b
t
Por otro lado, tenemos que (1 - Zb> tiende a e*! cuando b tiende a infinito.

Como el integrando es medible y esta acotado, por el Teorema de la Convergencia Dominada

se deduce )
I'(c) t —a—1a—1
Fi(a,c;2) = ———rt— | (1 —t)c7a a7 gy,
i) = Fre g J, €10

Proposiciéon 1.2.5. Las siguientes son algunas funciones elementales que tienen representacion
hipergeométrica confluente:

(i) e = 1Fi(a,qa;z).

e?—1

z

(i)

= 1F1(172;Z).

2
(iii) 1— 2z + % = 1 Fi(~2,1;2).

Demostracion.

(i) Representando la funcién e® en series de potencia,
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y multiplicando y dividiendo por el coeficiente (a); obtenemos

. (a), 2
e :Zﬁﬁ = 1Fi(a,qa;2).
k=0 \ k™

(ii) Desarrollamos la funcién como serie de potencias,

k-1

e*—1 1 >, 2k z > z
—_— )= = .
. z[ +; il ] Rl Z(i—I—l)!

Sabiendo que i! = (1); y que (i + 1)! = (2);, multiplicamos y dividimos por !, obteniendo

(iii) Por definicién
(—1)*2!
(=2)r=q 2=k
0, si k> 2.
De aqui, (~2)o = 1, (~2)1 = ~2 y (~2)z = 2!
Ademés, (1)p = (1)1 = 1y (1)2 = 2!. Entonces,

22 (=2)02" (=212 (=2)22% _ :
1-2z+ > = (1)Ooa + o 1 + 1)s o= 1F1(—=2,1;2).

si0<k<2,

Proposiciéon 1.2.6. La ecuacion diferencial hipergeométrica confluente es
2f"(2) + (c—2)f (2) —af (2) =0, (1.7)

donde a,c € C, ¢ ¢ —Ny, para la cual 1Fy(a,c;z) es solucidn.

x
Demostracion. Sea b # 0. Sustituimos z = — en la ecuacién diferencial hipergeométrica (1.3),

b
% (1 - %) £ (2) + [cf (a+b+ 1)% F'(2) — abf (2) = 0. (1.8)
Derivamos f respecto de z
af . _df
e (2) = %(x)b,
d*f d*f
a2 (2) = @(x)b%

y reemplazamos las derivadas de primer y segundo orden en (1.8),

C(1=3) 1@+ = (a+ b+ DT @) - abf(@) = 0.

T

b

Como b # 0, la igualdad anterior es equivalente a
AW . LAY _ _
x(1 b)f (m)+[c (a+b+1)b}f(x) af(z) = 0.

Hacemos tender b a infinito, con lo cual la ecuacién diferencial (1.8) se transforma en
zf"(x) + (¢ — 2)f'(z) — af(z) =0,

y la solucion f tiende a 1 Fy(a,c; 2). O
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1.3. Polinomios Ortogonales Clasicos

En esta seccién introducimos el concepto de polinomios ortogonales clasicos. Estos se carac-
terizan por estar definidos sobre intervalos reales, por satisfacer una ecuaciéon diferencial de tipo
hipergeométrico y una relacién de recurrencia de tres términos. Pese a que sélo existen tres familias
ortogonales respecto a un peso positivo, Jacobi, Laguerre y Hermite, se destacan casos particulares
de la familia de Jacobi

n k
+a\/a++n+k r—1
poB — n —_— .
= ()T ()
k=0
Para valores especificos de sus pardametros a y 3, los casos méas destacados son
» Polinomios de Chebyshev T),(z), con o = § = —1/2.
= Polinomios de Chebyshev de segunda clase Uy, (x), con oo = § = 1/2.

= Polinomios de Legendre P, (z), con a = 8 = 0.

Los resultados de esta seccién se basan en [7,15,76].

Definicién 1.3.1. Sea C el cuerpo de los niimeros complejos, denotamos por C[z] al espacio
vectorial formado por todos los polinomios de una variable real con coeficientes complejos, es
decir,

Clz] = {p(z) = apz" + ap_ 12" + ... +arx+ag:a;, €C Vi=0,1,....n, nec Ny}

Si a,, es distinto de cero, gr(p) = n es el grado del polinomio p(z) y ay, es su coeficiente principal.
Si a; = 0 para todo 7 € Ny se llama polinomio nulo y no tiene definido un grado. Ademas, si a,, = 1,
el polinomio se denomina ménico.

Definicién 1.3.2. Una funcién w : [a,b] = R con —oo < a < b < 0o es de peso si es positiva en
casi todo punto y sus momentos

b
pn = [ " w(ada,

existen y son finitos para todo n € Ny.

Definicién 1.3.3. Un producto interno en un espacio vectorial complejo V' es una funcién (-, -) :
V xV — C que para todo f,g,h € V y «, 8 € C satisface las siguientes propiedades:

(i) (Positividad) (f,f) >0y (f,f) =0siysélosi f =0,
(ii) (Simetria Conjugada) {f,q) = (g, f),
(ili) (Linealidad) (f + Bg.h) = a(f, h) + B(g,h).

Observacion. Todo espacio vectorial V' con producto interno es un espacio normado, es decir, existe
una aplicacién || - || : V' — C que para todo f,g € V y a € C verifica:

(i) (Positividad) ||f]| >0y || f|]| =0siysblosi f=0,
(ii) (Homogeneidad) |laf]| = |af||f],
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(iii) (Desigualdad Triangular) || f + gl < IfIl + llgll-

Notemos que f = 0 significa que f es idénticamente nula en casi todo punto.

Proposicién 1.3.1. Dada una funcion de peso w definida en el intervalo [a,b],

b PR
g = / f(@)a@)w(@)d

Demostracion. Sean f,g,h € Clz] y o, 8 € C.

es un producto interno en Clz].

(i) Como || f||?w(x) > 0 en casi todo punto, entonces

b - b
~ [ f@F@()ds = [ 1@ > o

Por otro lado, si f = 0, claramente (f, f) = 0. Y si (f, f) = 0, como w es positiva en casi todo
punto, debe ser f = 0.

(ii) La igualdad se obtiene usando las propiedades de conjugacion,

b L b
- / f(@)g@)w(z)da = / F@g(@)w(z)de =g, F).

(iii)

(af + Bg,h) = / (af(z) + By M@)w(z)de

_ / SR +5 [ g
)+

B(g, ).

Definicién 1.3.4. Una familia de polinomios {p,(z)}nen, C C|z] es ortogonal respecto a una
funcién de peso w si

(i) pn(z) es un polinomio de grado n para n > 0,

b
(i1) (pn(@), pm(a)) = / Pa(@)pm(@)w(x)dz = 0 siempre que m # .

Y se denomina ortonormal si ademds satisface (p,(z),pn(z)) = 1.

Ejemplo 1.3.5. Los polinomios de Jacobi P®#(x) son ortogonales respecto al peso w(z) = (1 —
2)*(1 + )8, para a, B > —1y z € [-1,1].

Los polinomios de Laguerre L% (x) son ortogonales respecto al peso w(x) = e Fx®, para a > —1
y z € [0,00).
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Los polinomios de Chebyshev T, (x) = cos(narccosz), € [—1,1] son ortogonales respecto al
peso (1 —22)~1/2 1o cual se verifica facilmente por definicién. En efecto,

1 1
/ Ty ()T (2) (1 — 22) "V 2dx = / cos(n arc cos ) cos(marccos z)(1 — z2) "/ 2dz.

-1 -1

Por medio de la sustituciéon 8 = arc cos x tenemos

/ T ()T () (1 — 22) 71/ 2da = /07r cos(nf) cos(m@)df.

-1
Si n = m, obtenemos

/1 T (2) T (2) (1 — 22)~Y/2dz = /Oﬂ cos?(nf)d6

B ) [a . sen@e)lf

2 4

™
5 .

sen ((n —m)6) L sen ((n+ m)@)} "

2(n —m) 2(n+m) |,

\_.
53
&
3
3
oS
_
|
&
[\V]
S~—
L
~
[\v]
ISH
&
Il
O | — |

El siguiente teorema determina que existe una tnica familia de polinomios ortogonales asociada
a una funciéon de peso.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Existencia y Unicidad). Dada una funcién de peso w : [a,b] — R
con —oo < a < b < oo, existe una dnica familia de polinomios {pn }nen, C Clz] que satisface:

(i) pn(x) = anx™ +rp_1(x), donde a, >0 y rp_1(x) es un polinomio con coeficientes complejos
de grado a lo sumon — 1,

b
(i) / P (2)pm (2)dw(z) = Opm, donde 6y, es la delta de Kronecker.
a

Demostracion. La existencia de la familia de polinomios se deduce inmediatamente de que la
familia {z"},en, es una base para el espacio C[z] y del teorema de Gram-Schmidt.

Para probar la unicidad tomaremos familias {p, }nen, ¥ {qn }nen, de polinomios ortogonales
en C[x] que satisfacen las condiciones, y probaremos por induccién que p,, = ¢, para todo n € Ny.

Si n = 0, utilizando la normalizacién de la segunda condicién del teorema y la positividad del
coeficiente principal de la primera, se deduce que pg = qo.

Supongamos que p,, = ¢, para todo m < n. Como el polinomio p, pertenece al subespacio
generado por {qo,q1, .-, qn} y por la hipdtesis inductiva, tenemos

pal@) = 3 csta(@) = 3 cipi(@) + nga(0),
i=0 =0
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b b
con ¢; = / pr(x)qi(x)dw(x) = / n(2)p;i(z)dw(z) para todo i = 0,...,n — 1.

Por la segunda condicidn, ¢; = 0 para i < n. Entonces, p,(z) = cqn(x).

Utilizando el mismo razonamiento que en el caso n = 0, se tiene que ¢, = 1. Con lo cual queda
demostrado el teorema. O

Corolario 1.3.3. Si {pn}tnen, ¥ {@n}nen, son familias de polinomios ortogonales respecto al
mismo peso, entonces existen {cp}tnen, 10 nulos tales que p, = cnqn. Ademds, si los polinomios
son monicos, ¢, =1 para todo n € Ny.

Proposicién 1.3.4. Si {pn}nen, €s una familia de polinomios ortogonales, entonces todo polino-
mio q de grado menor que n es ortogonal a p, (n € N).

Demostracion. Como el polinomio ¢ pertenece al subespacio generado por {po,pi1,...;Pn—1} ¥
(pr, prn) = 0 para todo 0 < k < n, entonces (g, p,) = 0.

O

Teorema 1.3.5 (Recursién de tres términos). Toda familia de polinomios ortogonales {pn}nen,
con coeficiente principal v, > 0 satisface una relacion de recurrencia de tres términos de la forma:

ﬂfpn(l“) = )\7L+1pn+1($) + AnPn (l‘) + /\n—lpn—l(x)a

donde p_1(x) =0, po(x) =0, y los coeficientes son

Tn
An = y
1 Yn+1
— <xpn(z),pn(1:)>
n 2 I
[P (@) ||
2
et lpal@)l

T lpn-1()]*

Demostracion. Como xp,(z) es un polinomio de grado n+ 1, existen ciertos \; € C, 0 <1i <n+1,

tales que
n+1

xpn(z) = Z Aipi(z).
i=0
Ademés, la familia {p,(z)}nen, €s ortogonal, por lo que para k =0,...,n — 2

n+1
0 = (zpn(z), pi(z)) = Z ifpi(@), pi(2)) = Axllpe(2)]1%,

es decir,
:Cpn(x) = )\nflpnfl(:E) + )‘npn($> + )\n+1pn+1 (-'E)
Comparamos los coeficientes principales y deducimos

Tn
’Yn-&- 1

> 0.

)\n+1 -

Para calcular A, tenemos que

(2pn(2), P (@) = An—1Pn—1(2) + MaPn(T) + Mg 1Pnt1(2), Pa(2)) = An[pn(2)]?,
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de donde
(zpn (), pn(T)) _

An =
[[pn ()2

Notemos que A, es un nimero real, pues

— 1 b
b
1)”2/ 2pn(@)pn(z)dz

" lpale
= M.

Finalmente, para calcular A,_; consideramos el producto interno
0= <pn+1(-77)7pn—1(1')>

= ! <xpn($) - /\n—lpn—l(x) - /\npn(x)apn—l(x»

)\nJrl
1 )\nfl
= (P (), 2pp—1(7)) — \|Pn—1($)||2-
/\n+1 )\n-&-l

Como zp,_1(z) es un polinomio de grado n, existen ciertos ):i, 0 <4 < n, tales que

n

Luego,

<pn(x)7wpn 1 ZX pn )> = Xann(UC)HQ
=0

Comparando los coeficientes principales de (1.9), obtenemos v,,—1 = ):n'yn. Por lo tanto,

Y1 _|lpn ()]

>\n—1 =
[Pn—1(2)?

> 0.

El reciproco de este resultado es el siguiente teorema:

Teorema 1.3.6 (Teorema de Favard). Sea {p,}nen, una familia de polinomios que satisface la
stguiente relacion de recurrencia de tres términos para todo n > 0:

mpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpnfl(x% (110)

con las condiciones iniciales p_1(x) = 0 y po(z) = v > 0, donde a,, € R" y b, € R para todo
n € No. Entonces, existe una m-distribucion w tal que para todo n #m

(Pn(x), Pm(x)) = /an(:v)pm(x)w(x)dx =0.

Demostracién. Suponemos sin pérdida de generalidad que po(2) =1 y m < n. Usando la relacién
de recurrencia (1.10) definimos el producto interno inductivamente como

(po(),po(x)) = po >0,
{po(x), pn(x)) = 0, para todo n € N.
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n
Sea pp(z) = Z cpx®. Utilizamos la relacién de recurrencia (1.10) para hallar los momentos:
k=0

0 = (po(),p1(z))
- ail [(1,zpo(2)) — bo(1, po(x)) — ao(l,p-1(x))]

_ 1 —bopo
aq ’

Despejando, 1 = bopg-

Procedemos igual para po:

0 = (po(z), p2(x))
= aig [(1,2p1(x)) — b1 (1, p1(x)) — a1 (1, po())]
c1lb2 4+ copt1 — a1 o

a2
_ iz + (cobo — ar)po
as ’
. a; — cobo
Despejamos, g = —— po.
C1

Reiterando el procedimiento, obtenemos una sucesiéon de momentos {f n>0.
Observemos que
(@pn (), po(®)) = ant1(Pn+1(2),P0(2)) + bn(Pn(2),p0(2)) + an(Pr—1(x), po(x))
=0, paran > 2,
(@®pn (@), po(x)) = ant1(xpps1(2), po(2)) + b (TP (@), o (@) + an(zpn-1 (@), po())
=0, paran > 3.
Continuando con este razonamiento, concluimos que para 0 < k < n
(@* pn(2), po(@)) = 0,
y que para k =n
{@"pn (), po(2)) = (2" (zpn(2)), po(2))
= Ap+1 <$n_1pn+1(x)ap0(x)> + bn<x

= ap ("2 (2pp_1(x)), po(x))
= an [an <xn_2pn (l')ap() ($)> + bn—l <$n_2pn—1(x)7p0(x)> + ap_1 <x"_2pn_2(x),po(w)>] .

n—1 n—1

Pu(®),po(2)) + an (@™ "pn1(2), po(x))

Continuando el procedimiento,

<£L’npn(l'),p0(l’)> = apap_1...a1 4o > 0.

Por lo tanto, si m < n,

(pa(@), pn(@)) = 3 culpala), ) = 0.

k=0



1.3. POLINOMIOS ORTOGONALES CLASICOS 21

Dentro de la teoria de polinomios ortogonales se destaca una clase importante de familias, las
familias clasicas, por sus propiedades y aplicaciones. Estas se caracterizan por ser autofunciones
de un operador diferencial de tipo hipergeométrico, el cual se define a continuacién.

Definicién 1.3.6. Se denomina ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico a toda ecuacién
diferencial lineal de segundo orden de la forma

o(@)y"(x) + 7(2)y'(z) + My(z) =0, (1.11)
donde o, 7 € Clz] de grados a lo sumo 2 y 1, respectivamente, y A € C es una constante.

Ademaés, sus soluciones se denominan funciones de tipo hipergeométrico.

Proposiciéon 1.3.7. Las derivadas de una funcion de tipo hipergeométrico son también funciones
de tipo hipergeométrico.

Demostracién. Derivando (1.11) respecto a la variable z y reemplazando y'(z) = y;(x), obtenemos

o(@)yy (z) + m(x)y () + p (z)y (z) = 0, (1.12)
donde 71 (z) = o'(x)+7(z) es un polinomio de grado a lo sumo 1y p; = 7/(z) + A es una constante.
Por lo tanto, (1.12) es una ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico.

Reiterando este procedimiento, podemos obtener una ecuaciéon de tipo hipergeométrico para
yn(z) = y™ (2):

o (@)Y () + T ()Y (2) + pin (€)Y () = 0, (1.13)
—1
donde 7, (x) = no’(z)+7(x) es un polinomio de grado a lo sumo 1y u, = %U"(m)—i—nr’(x)—l—)\
es una constante.
Por lo tanto, las derivadas sucesivas de y(x) son funciones de tipo hipergeométrico. O

La proposiciéon anterior permite hallar explicitamente soluciones que sean polinomios de grado
n, las cuales son, en cierto sentido, las soluciones mds simples de (1.11). Su expresién se llama
formula de Rodrigues, ya que fue establecida en 1814 por B. O. Rodrigues para los polinomios de
Legendre.

(n—1)c"

Teorema 1.3.8. Si A=\, = —n7’ + n

polinomios y se pueden expresar mediante la siguiente formula de Rodrigues:

am  ApnB, dvm

para todo n € Ng en (1.11), sus soluciones son

an(x) = o () Wﬂn(@a
n—1
. 1 dn
donde A, = (—1)" H Ui, Ag =1, siendo Apmn = Am(N)|azr,, ¥ Bn = ———pn(x) es el factor
o Ay daz™

normalizante.
Ademds, si m = 0 obtenemos una representacion explicita de estos polinomios
B, d"

pn(l‘) =

Demostracion. Multiplicamos (1.11) y (1.13) por funciones apropiadas p(z) y pn(x), respectiva-
mente, de manera que se puedan escribir en la forma autoadjunta

(o(x)p(x)y ()" + Ap(x)y = 0, (1.14)
(0(x)pn ()Y (2))" + pinpn () yn(z) = 0. (1.15)
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Aqui, p(z) y pn(x) satisfacen las ecuaciones diferenciales

(o(2)p(x)) = T(x)p(x), (1.16)
Tn (@) pn (). (1.17)

Q
—
&
S
3
—
&

I

Notemos que al definir pg(x) = p(z), las ecuaciones (1.14) y (1.15) se reducen a una sola
expresién autoadjunta. Usando la expresion de 7,(x) = no'(z) + 7(z) y de las ecuaciones (1.16) y
(1.17) tenemos

pn(
o'(2)pn(@) + 0(2)pn(z) _ o'(@)p(x) +o(2)p'(x)
pn () p(z) o)
pu(x) _ pl(x)  no'(x)
pn(x)  plz)  o(x)
Integrando ambos miembros concluimos que
pn(x) = 0" (x)p(x) (n € No). (1.18)

Como o (z)pn(x) = prnt1(z) v ), () = ynt1(x), podemos reescribir (1.15) en la forma

(@)t () = §;¥<pn+4<x>yn+¢<x>>’

n
Por lo tanto, cuando m < n obtenemos sucesivamente
1 /
P (@) ym () = —/T(ﬂmﬂ(ﬂf)ymﬂ(x))

m

(-5 ) (- ) msal@lmsate)”

>

= f(pn(m)yn(m))("_m)7

n—1
donde Ay, = (=1)" [T x> Ao = 1.
k=0

n(n —1)o”(x)
2

la ecuacion diferencial (1.13) tiene como solucién particular y, () = cte. Como y,(z) = y™(z),

la ecuacién (1.11) tiene una solucién particular de la forma y(z) = p,(x) que es un polinomio de

grado n.

La condicién A, = —n7'(z) + es equivalente a u,, = 0 para todo n € Ny. Luego,

A continuacién, procedemos para obtener una forma explicita de dichos polinomios. Si y(x) =
pn(z) es un polinomio de grado n, entonces
ym(z) = ™ (@),
Yn(z) = pM (2) = cte.,
y obtenemos la siguiente expresion

am Apn B, d™™

dxmpn(x) - Pm(x) daxn—m

pn (), (1.19)

1 da

Apn = A = B,=—— .
donde Ap, m (A=, ¥ Bn A dx”p"(x)
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En particular, para m = 0 tenemos la representacion explicita

B, d"

() dom [6"(z)p(x)] (n € Ny). (1.20)

pn(T) =
O

Observacion. La ecuacién (1.20) puede quedar completamente determinada si calculamos el valor
de la funcién p(z). El mismo se obtiene resolviendo la ecuacién diferencial (1.16), de donde

1 7(x)
= — ——=dx | .
)= iyew (| Z5)
En esta expresion, p(z) es el peso respecto al cual son ortogonales los polinomios definidos por
(1.20).

Definicién 1.3.7. Una familia de polinomios ortogonales {p,(x)}nen, es clsica si satisface

dpn
(i) { Pn(2) } es una familia de polinomios ortogonales.
dz J,en,

(ii) Los polinomios satisfacen una ecuacion diferencial de tipo hipergeométrico
o(x)py(x) + 7(x)p, () + Anpn(x) =0 (n € Ny),

donde o, 7 son independientes de n y de grados a lo sumo 2 y 1, respectivamente, y A, es
una constante que depende de n.

(iii) Los polinomios pueden expresarse en términos de una férmula de Rodrigues
1 dr
pn() = [o"w(x)],

cpw(z) dan
donde ¢, es una constante que depende de n, w(z) es el peso asociado a la familia y o es el
coeficiente de mayor grado de la ecuacion diferencial.

(iv) Los polinomios verifican una relacién de recurrencia de tres términos

xpn(x) = an—i—lpn-‘rl(x) + bnpn (J)) + a7zpn—1(x)~

En la siguiente tabla se detallan las inicas familias de polinomios ortogonales clasicos.

Nombre \ Peso w(zx) \ Intervalo \ Férmula de Rodrigues
1 dr
Hermite Hn(ﬂf) e_xz (—OO, OO) mdx—n[w(x)]
I d
Laguerre LS (x) | e "z [0, 00) () do [z"w(z)]
1 dr

Jacobi P%#(z) | (1 —2)*(1+2z)? | [-1,1] (1 —2*)™w(z)]

2nnlw(z) da™

Por la segunda condicién de la definicién de polinomios ortogonales clésicos, todos los polinomios
deben ser solucién de una ecuacién diferencial de tipo hipergeométrico. En el siguiente cuadro se
encuentran las expresiones de los coeficientes de las ecuaciones diferenciales para las cuales cada
una de las familias de los polinomios ortogonales clédsicos es solucion.

| Nombre [o@) [ | A ‘
Hermite H,(z) | 1 -2z 2n
Laguerre LS (x) | x l—z+4+a n
Jacobi P2P(z) [ 1—2? | B—a—22+a+B) [ n(n+ta+B+1)
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1.4. Polinomios de Laguerre

Como vimos en la seccién anterior, los polinomios de Laguerre constituyen una de las fami-
lias clasicas de polinomios ortogonales, por lo que son autofunciones de un operador diferencial
hipérgeométrico.

Definicién 1.4.1. Una familia de polinomios ortogonales {L%(z)}nen, es de Laguerre si satisface
la ecuacién diferencial

of"(x) + (@ +1—2)f(z) + nf(z) =0, (1.21)

con z € [0,00), a > —1.

Proposicién 1.4.1. Para x € [0,00) y a > —1, la 4nica familia de polinomios ortogonales que
es solucion de una ecuacion diferencial hipergeométrica confluente (1.7) son los polinomios de
Laguerre {L8 () }nen, - Su expresion estd dada por

Lo(x) = (":“) Fi(=n,a +1;2). (1.22)

Demostracion. Llamamos ¢ = o+ 1y a = —n en la ecuacién diferencial (1.21), obteniendo una
ecuacion diferencial confluente

xf"(x) + (c—z)f'(z) —af(x) = 0. (1.23)

oo
Buscamos una solucién f(z) = E arz® que sea analitica en |z| < ooy tal que, por convencién,
k=0

n+a
ap = < + > Como la funcién confluente 1Fj(a,c;x) es la solucién analitica de (1.23) tomamos
n

f(z) = <n+ a) \Fy(—n,a+ 1;2).

n
O
Proposicién 1.4.2. La férmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre {L(x)bnen, €S

1 dar

[e3 — -
Lu(z) = nle=rx® dan

[e= 2", (1.24)
Demostracion. Por definicion, paran € Ng, L& (x) es una funcién de tipo hipergeométrico, es decir,
es solucién de un operador diferencial del tipo (1.11), donde o(x) =z, 7(z) =a+1—z y A, = n.

De acuerdo a la proposicién (1.3.7), sus derivadas también lo son, y su derivada n-ésima satisface
la ecuacion diferencial

o (2)yn () + T (@)Y (2) + pnyn(z) =0, (1.25)
donde 7,(z) =n+a+1—2 y u, =0 para todo n € N.
Notemos que para n = 0, ug = n 'y (1.25) coincide con (1.21). Luego, multiplicando por una
funcién apropiada p,(x), la ecuacién diferencial (1.21) se puede escribir en la forma autoadjunta
(zpn ()Y, () =0, (1.26)

donde p,,(x) verifica
(2pul)) = (n+a+1— 2)pa().
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Resolviendo esta ecuacion diferencial, tenemos

n+o —x

pn(x) = 2" %

& ,—T

En particular, p(x) = po(x) = x%e

Reemplazando estos valores en (1.20) y tomando B, = obtenemos que la férmula de

mv
Rodrigues para la familia de Laguerre esta dada por
1 dr
@ _ —x_ n+a
Ln(@) = nle=2x® dg™ [ 2],

. 1 . . o
Observacion. La eleccion B,, = — se elige por razones historicas, pero podria ser arbitrario.
n

Proposicién 1.4.3. La familia de polinomios de Laguerre {L%(x)}nen, es ortogonal respecto a
la funcion de peso w(x) = e *z% para x € [0,00) y o > —1.

T

Demostracion. Para verificar que w(z) = e *x® es el peso que hace ortogonal a la familia de

Laguerre, consideramos el producto interno
/ L2 (2) L (2)w(z)dz.
0

Sustituimos L% (z) por la expresién dada en (1.24) y realizamos integracién por partes,

/ LY () LS (x)w(z)dx = LM(x)Eﬁ[e " dx
0 O e (1.27)
_ (_nll) / (L%)(vz)e—xxa+ndx.
- Jo

Sin=m,

n dn n+ «
Fn+a+1) (=1)n
- Fi(— 1 .
F(”+1)F(n+a—n+1)(a+1)n1 1(—n+n,a+1+n;x)

= (—1)".

Reemplazamos esta igualdad en (1.27),

(_1)2n /OO e—ﬂixa+" _ F(TL + o+ 1)
n' 0 n'

[ @@ -
0

Si m # n, suponemos sin pérdida de generalidad m < n, entonces, (L%,)™ (x) = 0. Por lo
tanto, (1.27) se anula. O

Proposicién 1.4.4. La familia de polinomios de Laguerre {L%(x)}nenN,, conx € [0,00) y o > —1,
satisface la siguiente relacion de recurrencia de tres términos para n > 0:

xLy(r) ==+ 1)Ly () + 2n+a+ 1)Ly (x) — (n+a)Ly_ (),

con las condiciones iniciales L% (x) =0, L§(z) = 1.
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Demostracion. Por el teorema (1.3.5), la familia {LS(x)}nen, verifica una relacién de recurrencia
de la forma
xLp(x) = A1 Ly 1 (2) + ALy () + An—1 Ly 1 (), (1.28)
donde L% (z) =0, L§(z) = v9 = 1.
Comparando el coeficiente principal de cada lado de la igualdad, ~, = Ap+17n+1, ¥ sabiendo
que para esta familia
1)n+1
Tn+1 = F(n T2)
="
I'(n+

n ) )
-1 n—1
Tn—-1 = ( ) )
L'(n)
obtenemos que la expresién de A, 41 es
(=)"T(n+2)
Apt1 = =—(n+1).
ST TR VA

Para obtener A, consideramos el producto interno entre zL%(x) y L%(z). Por medio de (1.28)
se tiene

(L (), Ly () = A L1 (2) + ALy (2) + Ana Ly (2), Ly () (1.29)
= Al L5 (@))%

Por otro lado, para calcular dicho producto reescribimos la relacion (i) de la proposicién (1.2.2)
como

alFl(a+ 1) - (C— 1) 1F1(C— 1)

Fi(a,c;z) =
1 1(0/,07.1?) c—a—1

Entonces,

1
Lot (2 <n+a+ >1F1(—n,a+2)

(1.30)

n+a+1\-niFi(-n+La+2)—(a+1)1Fi(—n,a+1)

) a+2+n-—1
_ Tn+a+2) (niFi(-n+1,a+2)—(a+1)1F(-n,a+1)
_I‘(n+1)1"(a+2)< n+a+l )

Reemplazando las siguientes expresiones

n—1+a+1 Pin+a+1)
("5 =t vy
n+a« I'n+a+1)
( ) F'n+HI'(a+1)’

n

n (1.30) obtenemos

m+a+1DI'(n+a+1) n
nl(n)T'(a+2) a+n+1
(n+a+1)n+a+1) a+1

_ - 1
I‘(n+1)(a+1)I‘(a+1)n+a+11 1(—n,a+1)

Lyt (z) = - 1Fi(-n+1,a+2)-

= L3t (@) - L5 ().

n
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De aqui, despejamos L% (x) y sustituimos su expresién en el producto interno

(xLY (), Ly (x)) = /0Oo (Lﬁ(x))Q Tt g
— /oo (_Lgt%(l‘) . L%+1(Z))2 efazanrldI
0

= L3S @I + 125 (@)

_I'n+a+1) T(n+a+2)

 (n—1)! n!

_Tn4+a+1)
n!

= |L2(2)[*(2n + a + 1).

2n+a+1)

Comparando este resultado con (1.4), se deduce que

Ap =2n+ o+ 1.

Finalmente, para hallar A\, _; consideramos

0= <L${+1($)a Ly (x)>
1

= (wLy(x) = AnLy () = An—1 Ly (2), Ly 1 (7))
1 [} e}
= ({Ln (@), 2Ly (@) = A1l Ln-1(2)]?) -
/\n+1
De aqui se tiene que
W () elg (@)
[ L1 ()2

Como zL%_,(z) es un polinomio de grado n, se puede escribir como combinacién lineal de { LS (z)},
1=0,...,n,

wLy_i(x) =y NL(a),
i=0

«
n—1

con lo cual el producto interno entre zL_(z) y L& (x) queda determinado por

(Lo(x), xLy_y (2)) = Z Ni(Ly (x), L (x))

Comparamos los coeficientes principales de la combinacién lineal anterior, v,-1 = A\yVn, ¥ se

e L5 ()1
Tn—1 % x
An—1 = = —(a+n).
" T 1Lg 1 (@)

Proposicién 1.4.5. Para todo n € Ny los polinomios de Laguerre {L%(x)}nen, verifican la
siguiente relacion con su derivada

d [e% [e3
L) = Lt (@),

donde LT (z) = 0.
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Demostracion. Sea n € Ny. Utilizando la expresién (1.22) y la proposicién (1.2.3), la derivada de
L% (x) es

—1
n+ o o
(20 .

Desarrollamos el cociente

(n+a) n <n+a)_1: Fn+a+1) 'n—1+1)n+a—n+1+1) n
n Ja+1l\n-1 Fn+1)M(n+a—n+1) Fn+a+1) a+1
_ nI'(n)T (o + 2)
CT(n+ Dl(a+1)(a+1)
=1.

Por lo tanto, se deduce la relacién

d a a



Capitulo

Caso Matricial

2.1. Funciéon Hipergeométrica Matricial

En el capitulo anterior vimos la relacién de la funcién hipergeométrica y su ecuacién diferencial
con las familias de polinomios clasicos. En esta secciéon estudiaremos la ecuacién hipergeométri-
ca matricial introducida por Tirao [77]. Esta ecuacién surge en el estudio de funciones esféricas
matriciales y en la teoria de polinomios ortogonales matriciales.

Definicién 2.1.1. Para U,V,C € C?*2, spec(C) N (=Ng) = 0 y z € C definimos la funcién
hipergeométrica matricial como

© Sk
2H1(C,U,Viz) = Y [C.U V] ok
k=0

donde [C,U, V], € €C?*2 se define inductivamente por

[C.U,V]o
[C,U, V]js1 = (C+ k)T + k(U - 1)+ V][C,U, V] (k>0)

Teorema 2.1.1. Para U,V,C € ©?*2 y spec(C) N (=Ng) = 0, el espacio de soluciones de la
ecuacion

2(1=2)f"(2) +(C = 2U)f' (2) =V [ (2) =0 (2.1)

tiene como conjunto fundamental de soluciones a {oH1(C,U,V;2)F1, o H1(C,U,V;2)Fy}, donde
{F1, F»} es una base de C?*1.

2.2. Funcion Hipergeométrica Confluente Matricial

Asi como la funcién hipergeométrica se puede generalizar al caso matricial, también la funcién
confluente. Del paper “The Generalized Matrix Valued Hypergeometric Equation” de P. Romén y
S. Simondi [71], tenemos los siguientes resultados:

29
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Definicién 2.2.1. Para A,C € ©?*2, spec(C)N(—Np)

matricial como -
1Fi(A,C2) =) (
k=0

=y z € C definimos la funcién confluente
A) o+
C) kKl
A 2x2 . .
donde c eC se define inductivamente por
k

(),

(é)kﬂ = (C+ k)" A+ kI (C)k (k >0)

Teorema 2.2.1. Sispec(C)N(—=Ny) =0 y Fy € C**L, entonces la funcion f (z) = 1F1(A,C; 2)Fy
es una solucion de la ecuacion diferencial

2f"(2) +(C = z2D)f'(2) = Af (2) =0 (2.2)

tal que f(0) = Fp. Reciprocamente, toda solucién analitica en z = 0 es de esta forma.

2.3. Polinomios Ortogonales Matriciales

En esta seccién estudiaremos la generalizacion de los polinomios ortogonales al caso matricial.
Se detallan los resultados mas relevantes de la teoria de polinomios ortogonales matriciales e
introducimos familias de polinomios ortogonales matriciales que son autofunciones de un operador
diferencial.

Si bien es una teoria que generaliza al caso escalar, la no conmutatividad de matrices genera
una dificultad adicional que no se encuentra en el caso clasico.

Definicién 2.3.1. Sea €V el conjunto de vectores con N coeficientes complejos y CV*V el C-
modulo izquierdo formado por todas las matrices cuadradas de dimensiéon N x N con coeficientes
complejos. Denotamos por CV*¥[z] al espacio vectorial complejo formado por todos los polinomios
de una variable real con coeficientes matriciales, es decir,

CVNz) ={P(z) = Apaz™ + Ap_ 12"+ Ay + Ag - A; € CVN Wi =0,1,...,n € Ng}.

Si A, es distinta de la matriz nula, gr(P) = n es el grado del polinomio P(x) y A, es su
coeficiente principal. Ademads, si A,, es la matriz identidad, el polinomio se denomina moénico. Asi,
un polinomio matricial P en la variable real x puede interpretarse como una matriz N x N cuyos
elementos son polinomios en x de grado a lo sumo n.

Observacion. Todo polinomio con coeficiente principal no singular puede convertirse en moénico

premultiplicando por A, 1.

En adelante, el simbolo 0 se utilizara tanto para el cero escalar como para la matriz nula, cuyo
tamano debe interpretarse a partir del contexto.

Definicién 2.3.2. Una funcién W : R — CV*V es un peso matricial si satisface las siguientes
condiciones:
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(i) W(x) es integrable en un intervalo (a, b) tal que W (z) es definida positiva en casi todo punto,
donde una matriz M € CV*V se dice definida positiva si t* Mt > 0 para todo t € CV no
nulo y A* es la matriz tanspuesta conjugada de A.

(ii) Los momentos / x"dW (x) existen y son finitos para todo n € Ny.
R

(iii) La matriz W es no degenerada, esto es: para P € CN*N|[z]
(P, Py = / P (2)dW (2) P(z) = 0
R
s6lo si P = 0.
Definicién 2.3.3. Dado un peso matricial W (z), el producto interno matricial es una aplicacién

(-, Yw s CVN[z] x CV*N[z] — CV*N tal que para todo P,Q, R, S € CN*N[z] y A, B € CV*N
satisface las siguientes propiedades:

(i
(ii

(ii

P, P)y definida positiva y (P, P)y = 0 si y s6lo si P =0,
P,Q)w =(Q, P)jy,
PA,QB)w = A*(P,Q)w B,

) (
) (
) (
) (P+Q, R+ S)w = (P, R)yw +(Q, R)w + (P, S)w +(Q., S)w-

(iv
Estas propiedades implican que (-, )y es una forma sesquilineal hermitica en CV*¥[z].

Proposicién 2.3.1. Dado un peso matricial W (x),

es un producto interno en CN*N|z].

Demostracion. Sean P,Q,R,S € CN*N[z] y A, B € CN*N,

i) Para corroborar que (P, P)y es definida positiva, consideramos un vector t € CV y hacemos
q p y

(P, Pyt = /R 1 P*(2)dW (2) P(a)t

- /R (P(x)t)"dW (z) (P(2)t).

Como P(x)t € CV y dW(z) es definida positiva, se sigue que (P, P)y lo es.

Por otro lado, es claro por la definicién de la integral matricial que si P = 0, el producto
(P, P)w se anula. Finalmente, si (P, P)y = 0, usando que el peso es una matriz definida positiva
se sigue que P = 0.
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(ii) De que W es definida positiva, tenemos que W*(z) = W (x), entonces

(P.Q)w = / P* ()W (2)Q(z)dx

_ /: PH(2)W* (2)Q* (2)dx
_ ( /R Q*(m)W(m)P(m)d:c)*
=(Q, P)iy-

(iii) Usando las propiedades de adjunto

(PA.QB)w = / (P(x) A) W (2)(Q(x) B)dz

R
( /R P*(a:)W(a:)Q(m)dx) B
Q)wB

= A*
= AP,

(iv) (P+Q, R+ S)w = /]R(P(x) +Q(2)) W (x)(R(z) + S(x))dw

Como (P(x) + Q(z))* = P*(x) + Q*(x), obtenemos
(P+Q R+ S)w = /R P*(2)W (2)R(z) + P*(2)W (2)S(x)+

+ Q" (x)W(z)R(z) + Q" (x)W (x)S(z)dx
= (P, R)w + (@, R)yw + (P, S)w +(Q, S)w

O

Observacion. La funcién (P, Q)w = / P(x)dW(x)Q*(z) = (P*,Q")w también es una forma
R

sesquilineal hermitica.

Definicién 2.3.4. Dados W un peso matricial y (-,-)y un producto interno, decimos que una
familia de polinomios matriciales { Py, (z)},cn, € CV*V[2] es ortogonal respecto a W si

(i) P.(z) es un polinomio de grado n para n > 0.

(i) (Po(a), Pon(2))r = /R Po(@) dW () P (2)W (2)d = K,

donde 9, , es la delta de Kronecker y K,, = (P, (x), P,(z))w es la norma de P,.

Si ademads, K, es la matriz identidad, los polinomios se dicen ortonormales.

Prosiguiendo con la generalizacién de los polinomios ortogonales clasicos, A. Lopes Branquinho
y A. Foulquie Moreno [62] hallaron un resultado que generaliza el Teorema de Favard para el caso

matricial.
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Teorema 2.3.2 (Teorema de Favard Generalizado). Sea {P,},cx, una familia de polinomios
matriciales en CN*N[x] que satisface la siguiente relacion de recurrencia de tres términos:

xPp(x) = Poy1(2)Ant1 + Po(2) By + Po—1(2)A),  (n>0), (2.3)

con las condiciones iniciales P_1(x) =0 y Py(z) = I, y donde A,, es una matriz no singular para
n € N y B,, es hermitica para n € Ny. Entonces, existe un peso matricial W que hace ortonormal
a la familia {Pp}nen, -

Reciprocamente, toda familia de polinomios ortonormales verifica una relacion de recurrencia
de tres términos.

Demostracion. Notemos que la relacién (2.3) determina una sucesion { P, ()} recursivamente desde
las condiciones iniciales Py(x) =Ty P_1(z) =0.

Para n = 0 encontramos que Py (x) = (zI — Bo)A; ", y si Pu(z) es de grado n con coeficiente

principal T},, P,+1(z) es de grado n + 1 con coeficiente principal T, 11 = TnAr_LJlrr

Usando que {P,(x)} es una sucesién, definimos un producto interno matricial como

() PuCr(x),>  Pu(x)Dy) =Y CyDy.

Como {P,(x)} es una familia ortonormal respecto a este producto interno, es no degenerado.

Afirmamos que para P,Q € CV*¥[z] se cumple que

(xP(x),Q(x)) = (P(x),2Q()), (2.4)
para lo cual basta probar que (xP,(x), P, (2)) = (Pn(x), 2P (z)), que es una consecuencia de la
relacién de recurrencia.

Para n > 0 definimos S,, = (Iz",I). Por (2.4) tenemos que S, = (Iz*,Iz7) sii+j=mn,y en
particular
Sy = (I, Iz") = (Iz", )" = S.

Para todo polinomio matricial P(z) = Y_ Cyxz* tenemos ademds que

(P(x), P(z)) = Y _ Ci(la*, I2")C;
k,l

es definida positiva, con lo cual {S,} es definida positiva.

Por teorema de Krein [59,60] el producto interior estd dado por algin peso W. O

Cuando los polinomios ortogonales son ménicos la relacién de recurrencia (2.3) estd dada en la
siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.3. Sea {Qn}nen, una familia de polinomios ortogonales mdnicos. Entonces,
satisfacen una relacion de recurrencia de tres términos de la forma

xQn(x) = Qn+1($)1 + Qn(x)gn + anl(x)fina (2.5)

donde A,, = S;Elsn y S, B,, hermitico para S, = DD, y {Dp}nen, no singulares.

Demostracion. Como los polinomios {Q,,(z)} son ménicos, existen matrices no singulares {D,,} y
polinomios ortogonales {P,,(x)} tales que Q,(z) = P, (x)D,, para todo n > 0. Reemplazamos esta
expresién de @, (z) en (2.5) y, usando que {D,,} son no singulares se tiene

xP,(z) = Poy1(2)Dpy1 Dt + Po(2) DBy D 4 Py 1 (2) Dy 1 A, DL
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Reescribimos los coeficientes como

An+l = Dn-i-lDr:la
Bn = Dn-ganla
C, =D, 1A,D;".

Como los polinomios {P,(x)} son ortogonales, B,, debe ser hermitico y C,, = A%.

De que B, es hermitico se sigue que

D,B,D;' = (D,B,D;")" = (D:)"'B," D,

y, premultiplicando por D} y multiplicando por D,,,

D:D,B, = B, DD, = (D:D,B,)",

Por lo tanto, D;Dnén = S,LB~,L es hermitico.

De que C,, = A’ tenemos que

Dyp-1AnDyt = (DD L) = (D;, 1) D}

n—1
Despejamos A,, de dicha expresion,

A~n = D;il( ; )_1D:1Dn = (DZ—anfl)_l(D:LDn)‘

n—1

Luego, A, = S;_llSn. O

Como consecuencia de esta proposicién, el Teorema de Favard para polinomios ménicos puede
reescribirse de la siguiente manera, aunque se pierde la ortonormalidad de la familia.

Teorema 2.3.4. Sea {P”}ne]No una familia de polinomios matriciales maonicos que satisface la
relacion de recurrencia (2.5), con las condiciones iniciales P_1(x) = 0 y Po(x) = I. Entonces,
existe un peso matricial W que hace ortogonal a la familia { Py }nen,-

En el primer capitulo de este trabajo se hizo alusion a las familias de polinomios ortogonales
clasicas, las cuales se caracterizan por ser autofunciones de un operador diferencial de tipo hi-
pergeométrico, de acuerdo con la clasificacién de Bochner. Siguiendo este lineamiento, se puede
generalizar el problema de Bochner al caso matricial: Determinar todos los pesos matriciales W (x)
tales que existe un operador diferencial de segundo orden para el cual la sucesién asociada de po-
linomios ortogonales matriciales moénicos es autofuncion. Esto ha conducido al estudio del algebra
de los operadores diferenciales asociados a un peso [11,13,57].

En lo que resta de este trabajo nos centraremos en las familias de polinomios ortogonales que
son autofuncién de operadores diferenciales de segundo orden. Sin embargo, existe un estudio sobre
operadores diferenciales de orden superior.

En vista de este hecho, consideremos las siguientes deficiones que se encuentran en [29].

Definicién 2.3.5. Un operador diferencial de segundo orden se dice a izquierda si se escribe
como combinacién lineal de productos de funciones de x multiplicadas en el lado izquierdo de las
potencias del operador diferencial, es decir,

d? d d°

Dy =A9—— + A — + Ag—.
L 2d:c2+ 1da:+ 0 dz0
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Anélogamente, un operador diferencial a derecha es de la forma

d? d°
— A + A1 + —Ao.

Dr= gz dz dzx0

Definicién 2.3.6. Sea W un peso matricial y D un operador diferencial de segundo orden a
izquierda. Decimos que el par (D, W) es simétrico si para cualquier polinomio matricial P y @ se
cumple

Definicién 2.3.7. Un peso matricial W se dice que reduce a un orden menor si existe una matriz

M no singular tal que
_ 4 1(1‘) 0 *
W(:E)—M( 0 Wg(x))M’

donde Wi (x) y Wa(x) son pesos de érdenes menores. Notemos que los polinomios matriciales que
son ortonormales con respecto a W(x) son de la forma

Pu(z) = < o )M& (n>0),

donde {P, ;}, son polinomios matriciales ortonormales con respecto a W;(x), i = 1,2.

Una vez establecidos estos conceptos, se pueden obtener condiciones equivalentes a cada uno
de ellos. En el teorema (2.3.5) se enunciard un criterio de reducibilidad para un peso matricial, que
fue dado por J. Tirao e I. Zurridn en [79]. Mientras que el teorema (2.3.6) abordard las condiciones
necesarias y suficientes para asegurar la simetria de un peso matricial. Este resultado se debe a A.
Durdn y F. Griinbaum, y se encuentra en [29].

Teorema 2.3.5. Sea W un peso matricial en (a,b) y
xPp(2) = Poy1(x) + Po(2) By 4+ Pro1(2)A,

la relacion de recurrencia de tres términos que satisface la familia de polinomios ortogonales ma-
triciales monicos {Pp () }nen,- 91 W reduce, entonces existe una matriz no escalar que conmuta
con {An, Bp}nen,. Mds ain, si a,b € R, entonces también se verifica el reciproco.

Teorema 2.3.6. Sean D = d*>As(z) + dA1(z) + Ao(x) un operador diferencial a izquierda y W
un peso matricial con soporte (a,b). Entonces, D es simétrico respecto a W si y sdlo si

(i) se verifican las igualdades

W (x)As(z) = A5 ()W (x), 2.6
2(W(x)Az(2)) = Al (2)W (2) + W (z)As (2) 2.7
(W(2)Az(x))" — (W (2)A1(2)) + W (2) Ao (2) = Ag(2)W (), (2.8)

(i) y los limites de
W(z)Az(x) y  (W()Az(x)) = W(2)As(2)

se anulan en los extremos del soporte de W (x).
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A modo de ilustraciéon veremos dos ejemplos de polinomios ortogonales matriciales que son au-
tofunciones de un operador diferencial de tipo hipergeométrico, hallados por métodos distintos. El
ejemplo (2.3.8) fue dado por I. Pacharoni e I. Zurridn en el paper “Matrix Ultraspherical Polyno-
mials: The 2 x 2 Fundamental Cases” [69]; pero también puede encontrarse en “Spherical Functions
of Fundamental K-types Associated with the n-dimensional Sphere” [78]. La familia hallada surge
del estudio de las funciones esféricas de tipo fundamental asociadas al par (SO(n + 1), SO(n)).

Por otro lado, M. Castro y F. Griinbaum exhibieron un ejemplo del algebra de operadores
diferenciales que tienen como autofuncién a una familia de polinomios ortogonales matriciales.
Esto se encuentra en el paper “The Algebra of Differential Operators Associated to a Family of
Matrix-Valued Orthogonal Polynomials: Five Instructive Examples” [13], y aqui se muestra en el
ejemplo (2.3.9).

Ejemplo 2.3.8. Sea 0 < p < n. Dado el operador diferencial a derecha

d? 5 d 0 1 p 0
D= <M> (1-a?) - (dx) ((n+2)x+2< 01 )) - ( » )
las soluciones de la ecuacion
P,(x)D = Ay, Py ()
son polinomios ortogonales matriciales, donde el autovalor es la matriz diagonal

A —ww+n+1)—p 0
v 0 —ww+n+1)—n+p )’

n
Esta familia reduce al caso escalar si p = 5

Ejemplo 2.3.9. Sea {P,(z)} una familia de polinomios matriciales ortogonales respecto a un peso
0

0
operador diferencial de segundo orden que tiene a P, (z) como autofuncién es

o= () (6 0) =@ (o )= (0 ),

y estos polinomios son soluciones al problema

matricial de la forma 2% e *, donde a > —1 yA= ( g ) , con a € R no nulo. El tinico

P,D = AnPny
donde el autovalor es la matriz

A — ( —(n+1) aln+a+1) >

n — 0 —n

2.4. Ad-Conditions

En esta seccién se aborda la intima relacién que existe entre operadores diferenciales y opera-
dores en diferencia, que tienen a una misma familia de polinomios ortogonales matriciales como
autofuncion. Este hecho se conoce como problema biespectral matricial y se enuncia de la siguiente
manera;

Problema: Encontrar todas las funciones matriciales no triviales ®;(x) que dependen de dos
variables n (discreta) y = (continua), y que satisfacen las siguientes ecuaciones:

D, (z)L = 2P, (x)
D, (x) = D,(x)A,
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donde L es un operador en diferencia de segundo orden, D es un operador diferencial de orden
m >0y A, es una matriz.

Notemos que como ambos operadores tienen coeficientes matriciales, la tinica forma de hacerlos
conmutar es que actiien en diferentes lados del argumento ®@,,.

En este trabajo consideramos L una matriz bloque tridiagonal, A una matriz bloque diagonal
y P(x) un vector, e introducimos la siguiente notacién:

B() Al AO
L=|1 B A 7 A — Aq 7 p(x):(PO(x) Py (z) )

El siguiente resultado se enmarca en la teorfa de operadores diferenciales desarrollada en [52,57].
Alli, D(W) denota el dlgebra de los operadores diferenciales a izquierda con coeficientes matriciales
que tienen como autofunciones familias de polinomios ortogonales; mientras que A,, = A, (D)
significa que el autovalor A,, estd univocamente determinado por D. Ademaés,

(ad P)(Q) = [P.Q] = PQ — QP
es el conmutador de los operadores Py Q.
Teorema 2.4.1. Sea W (x) un peso matricial sobre los reales, { Py }nen, la sucesién de polinomios

ortogonales mdnicos asociada y L la matriz bloque tridiagonal tal que PL = xP. Si D € D(W) y
A es la matriz bloque diagonal anterior con A, = A, (D), entonces

(ad L)™(A) =0, (2.9)

para algin m. Reciprocamente, si A es una matriz bloque diagonal que satisface esta condicion
para algin m > 0, entonces existe un dnico operador diferencial D en D(W) tal que A,, = A, (D)
para todo n > 0. Mds ain, el orden de D es igual al minimo m que satisface (2.9).



Capitulo 3

Polinomios Confluentes
Matriciales

El presente capitulo representa el quid de este trabajo, ya que introducimos resultados inéditos.
En el mismo presentamos un método que nos permite hallar familias de polinomios ortogonales
matriciales moénicos de tipo confluente, es decir, que son autofunciones de la ecuacion diferencial

P/ (x) + (C — 2I) P (z) — VP, (z) = P,(2)A,, x € [0,00) (3.1)

donde V, C'y A,, son matrices en €22, tales que spec(C) N (=Ng) = 0 y el autovalor A,, es
diagonal.

En la siguiente proposicion se dan las condiciones necesarias para que las autofunciones de la
ecuacion diferencial (3.1) sean polinomios matriciales moénicos.

Proposicién 3.0.1. Sea {P, (%) }nen, una familia de polinomios matriciales ménicos en C?*?|x]
tal que el grado de P,(x) es n y P,(x) es autofuncién de la ecuacion diferencial (3.1) para todo
n € Nq. Si las matrices V, C y A, en C**2 son tales que spec(C) N (—=Ng) = 0 y el autovalor estd

dado por la matriz diagonal
An O
Aﬂ, - < 0 Mn ) K

entonces, V' es diagonal y A, estd definido por
Ap = —n — 11,
MHpn = —T — V22,

donde v11 y vog son los elementos de la diagonal de V.

., V11 V12
Demostracion. Sea V = < .

V21 V22
Proponemos el polinomio P,(z) = Iz" + T,_12" ' + ... + Ty de grado n. Sus derivadas de
primer y segundo orden son
Pl(x) =nlz" '+ (n— )T, 12" 2+ ...+ T,
P'(zx) =n(n—DIz" 2+ (n—1)(n —2)T,_12" > + ... + 2T.

38
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Si sustituimos estas expresiones en la ecuacion diferencial (3.1), el coeficiente de ™ resulta ser
—nl —V = A, de donde obtenemos las siguientes relaciones para todo n > 0:
—Nn — V11 = )\n,
—v12 = 0,
—v21 =0,
—N — V22 = Un.

O

Observacion. Si a la ecuacién diferencial (3.1) le sumamos en ambos miembros de la igualdad
aP, (), a € C, obtenemos la ecuacién diferencial

2P (z) + (C — zI)P.(z) — (V — al)P,(z) = Py(z) (A, + al), (3.2)

para la cual toda autofuncién también lo es de la ecuacion diferencial (3.1).

Por lo tanto, la sucesién { P, (x)}nen, €s autofuncién en simultdneo de la ecuacién (3.1) y de
(3.2). Por esta razon, consideraremos que «a = vg2, v = v11 — V22 y tomaremos

v 0
v=(50)
—v—n 0

sin perder generalidad en el calculo de familias de autofunciones de la ecuacion diferencial.

El proximo resultado establece la expresién algebraica que deben tener las autofunciones de
la ecuacién diferencial (3.1) para que sean analiticas en el origen y también se introducen las
condiciones necesarias para que dichas soluciones sean polinomiales.

Proposicién 3.0.2. Sean F,, G, funciones con valores en €2 y Fn(zx) = [Fu(z) : Gn(x)] una
autofuncion de la ecuacion diferencial (3.1) analitica en el origen, definida en el intervalo [0,00).
SiV,C, A, € ©?>*2 tales que V es diagonal, spec(C) N (=Ng) = 0, y el autovalor es

An O

con A, = —n—v Y uy, = —n, entonces la funcion F,(x) estd definida por las siguientes expresiones
— (V+ X1\ 2
R =Y (V) R
k=0 k
[V + pnd zk n
Gt =3 (V4T S,
k=0

g G {dF :dGn(z) (i=1,2),

N
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la ecuacién diferencial (3.1) se puede expresar de la siguiente manera,

2 2
g iawfjxﬁn(@] +(C—a) LZUF”(I)E;;G"(I) -

— V[Fu(2) } Gn(2)] = [Fu(z) | G()] (AO” ,?n) :

Luego, igualando por columnas la ecuacion anterior, se obtiene que la ecuacién diferencial (3.1)
queda determinada por dos ecuaciones vectoriales

xF!(z) + (C —z)F () — (V + X\ D) Fy () =
2Gh () + (C = a)G(x) — (V + pn )Gy (z) =

0,
0,

para las cuales, por el teorema (2.2.1), una solucién analitica estd dada por

Fo(x) = 1Fy(V + A, Ci )y, (3.3)
Gn(z) = \FL(V + pnI, C; )G, (3.4)
con Fé"), Gén) € C? tales que F,(0) = Fo(n) y Gn(0) = Gén) para todo n € No. O

3.1. Familias tinicas de autofunciones

.z . o . . . n n
En esta seccién analizaremos las condiciones necesarias para que los coeficientes FO( ) y Gé )
existan y sean tnicos.

Proposicién 3.1.1. Sea P,(x) = {Fn(x) Gn(m)} autofuncion de la ecuacion diferencial (3.1)

analitica en el origen, definida en el intervalo [0,00), donde V,C, A, € C?*2 tales que spec(C) N

(—Ng) =0,V = < 8 8 ) y el autovalor estd dado por

A O

Si se cumplen las condiciones A — g #Z 0 Y o, — Ax # 0 para k = 0,1,2,...,n—1, entonces, las
autofunciones P, (x) son polinomios ménicos de grado n, definidos por las siguientes expresiones

F(e) =t z": (V +C)\nI> k (V +C)\nI> 1;:!6 <(1))

k=0 n
n

Vot pnd\ (V4 pnd\ ' zb (0
—nl -
Gn(2) ”kz_o< c >k< C > K\1)

n

con Ay = —U —n, [y = —N.

Demostracién. De la proposicién (3.0.2) la expresién de P, (z) = [Fn(x) : Gn(x)] estd dada por

(VAN 28
mae) =3 (V) R
A

k=0

(V) 2,
Gn(x):2< - >kmag>.
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Para que las autofunciones de la ecuacion diferencial sean polinomios moénicos de grado n, deben
cumplirse simultaneamente las siguientes condiciones:

VI B V+u I\ GSY (0 (3.5)

c ), \o) c ), o 1) '
<v+m> Mo (0) <v+ M) ar (0) (36)
C  Jpam+1! \0)’ C )+t \0) ’

Por definicién,
V+ A1 af —k 0
(7e), - Moo (08 L)

(V”‘n) C+(n—k >—1(g—’f %)

Las condiciones A\, — pur # 0y pn — A # 0 para k = 0,1,2,...,n — 1, pueden reescribirse

e
it

V+A.1
como —v # ky v # k para k = 1,2,...,n. Bajo estas condiciones, se deduce que ( " ) y

C
<V + pnd

o > son inversibles. Luego, de (3.5) es posible definir FO(") y Gé") de forma tinica

N VI /1
A =n(T) )
n V4 I\ 70
o (1))

A continuacién verificaremos las ecuaciones (3.6). Notemos que

V4 Al 7™ . VA+aI\  FM
- I And +nl
< C >n+1(n+1)! (C+nl)7(V + +nl) C n(n—l-l)!

" (e + n)(caz + nl) — C1aca)(n + 1) ( 8 —(en +f12)1(1;22 — vy ) (é)
()

Por la definicién recursiva del corchete, los términos para n + k se anulan para todo k£ > 1.

Anélogamente, se obtiene

V + pnd Go <0>
= k>1).
< C >n+k(n+k)! 0 (k>1)
Luego, las autofunciones P, (x) = [Fn(:v) : Gn(x)} estan dadas por
+ AT\ (VAT 2R (1
C X C . k'\0/)’
Vit pad\ (V+paI\ "2k (0
C X C . kA1)
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En el siguiente teorema se enuncian las condiciones que deben verificar los polinomios matri-
ciales ménicos

"V ANIN (VNI 2R 0
—nl -
rw=ny (V) (V) (0 0)

para que sean ortogonales respecto a algin peso.

Teorema 3.1.2. Sea {P,(x)}nen, la familia de polinomios matriciales moénicos de grado n defi-
nidos en x € [0,00) por (3.7). Si la familia { P, (z)}nen, verifica la relacion de recurrencia de tres
términos

xPp(2) = Poy1(x) + Po(2) By + Pa—1(x)An,

con las condiciones iniciales P_1(x) =0, Py(x) = I, entonces la familia reduce al caso cldsico.

Demostracion. Si notamos por Tg(P;(x)) al k-ésimo coeficiente del polinomio P;(x), entonces

zuam»—(vzﬁﬁqugd>lg<é 8)+qud)lg<8?>‘

n n
Suponemos que la familia P, (z) verifica una relacién de recurrencia de la forma
J:Pn(x) = Pn—i—l(x) + Pn(x)Bn + Pn—l(x)Ana

con las condiciones iniciales P_1(z) =0y Py(x) = I.
A continuacién, comparamos el coeficiente T} en ambos miembros de la igualdad.
Si k =n+ 1, tenemos que
T(@Pa()) = Tu(Pa(@)) = 1,
Tk(Pn+1(.13) + Pn(x)Bn + Pn_l(l‘)An) = Tn+1(Pn+1(Jj)) =1.

Por lo tanto, la igualdad se verifica.

Si k = n, los coeficientes k-ésimos en ambos miembros de la igualdad son

Ty (x Py (7)) = Tym1(Pp()),
Tk (Pny1(z) + Po(x)Bpn + Poo1(2)An) = Tn(Pryi(x) + IB,.

Luego, de la igualdad
Tn—l(Pn(x)) = Tn(Pn-H (x)) + 1By,

se tiene
Bn = nfl(Pn(x)) - Tn(Pn+1(‘T))
c C
—(cn+n—1) = —(c11 +n) =
v—1 _ 1 v—1
=n|  en C(epptn—1) (n+1) _C21 (e + 1)
v+1 2 v+1 “
ci1+2n — €12
Co1 v—1
c22 +2n

v+1
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Sik=n-—1,
Tn,Q(Pn(.’L')) = Tnfl(PnJrl(m)) + Tnfl(Pn(.’IJ))Bn + IAn,
de donde

An = n—Z(Pn(m)) - Tn—l(Pn-‘rl(x)) - Tn—l(Pn(x))Bn

e bmo 1 G 2-we

_ H 02— 1 Pw—2)(v—1)

=n 2 —wve i 1 C12C21 ’
(65} B e a—— C n — — v
To+2)w+1) > v —1

con ¢ = €11 — C22.

Una vez halladas las expresiones de A,, y By, verificamos la relacion entre los coeficientes para
las demaés potencias de x.

Sik=n-2,
T—3(Pu(2)) = Th—2(Pps1(2)) + T2 (P () Bn + Tn—2(Po-1(7)) An.
Buscamos que Ty, —o(Ppt1(x))+Th—2(Pp () Br+Th—2(Pr—1(2))An —Th—3(P,(x)) sea la matriz

nula. Para esto, con el programa Wolfram Mathematica encontramos que la diagonal de esta matriz
se anula si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(1) 12 = 0.
(2) a1 = 0.
(3) v=0.
(4) cv =2

Tomamos el caso (1). Los elementos restantes de la matriz que estamos trabajando se anulan
bajo alguna de las siguientes condiciones:

(11) Co1 — 0.
(1.2) v =0.
(1.3) ¢=—1.

4
(14) c= .

En los casos (1.1), (1.2) y (1.3) las matrices A,, y By, conmutan, y por el teorema (2.3.5), reducen
al caso clasico.

Para el caso (1.4) consideramos la igualdad
Tn—3(Pot1(x)) + Ton3(Pn()) By + Tp—3(Pr—1(2)) An — Tn—a(Pa(z)) = 0,
de la cual se obtienen las condiciones

(141) Co1 = 0.
(1.4.2) v=0.
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Los casos (1.4.1) y (1.4.2) ya vimos que reducen al caso clésico.

El caso (2) es el conjugado de (1) por la matriz M = ( (1) (1) >

En el caso (3) las matrices A,, y By, conmutan. Por lo que también reduce al caso clésico.

Finalmente, para el caso (4), los elementos {1,2} y {2,1} de la matriz
Tn—Q(Pn-&-l(x)) + Tn—2(Pn(x))Bn + Tn—2(Pn—1($))An - n—3(Pn($))
se anulan si:

4—c2

4021 ’

(4-1) Ci2 =
(4.2) Cl2 = 0, Co1 = 0.

En el caso (4.1) las matrices A,, y By, conmutan, por lo que reduce al caso cldsico.
Finalmente, el caso (4.2) es un caso particular de (1.1).

Por lo tanto, todas las familias de polinomios ménicos que verifican una relaciéon de recurrencia
de la forma (2.5) reducen al caso cldsico. O

3.2. Familias no unicas de autofunciones

Al comienzo de este capitulo calculamos las autofunciones de la ecuacién diferencial (3.1) y en-
contramos bajo qué condiciones éstas son polinomios ménicos de grado n, es decir cuando verifican

VI BV V+ Al EM (0
c ), n \o) C  Jpa(m+1! \0)’

(n) Y (n)
V+ud\ Gy’ (0 V + unl Gy’ (0
C oonl\1)’ C a1+ \0)7

V+)\n1> y (V—i—unl

C C

En esta secciéon resolveremos la otra alternativa posible que nos lleva a encontrar una familia de
polinomios matriciales ménicos que es autofuncién de la ecuacién diferencial (3.1), es decir, para

los cuales
V+ad\ BV 1 <V+)\n1> M (0)
c ) ar ~\o) ¢ ), m+nl \o)
y
V4 I\ GYY (0 V + pnl aim (o
C oonl\1)’ C a1 \0)

o con (VAL Vot pnl
p c )yl ¢

Notemos que al pedir la condicién (

y ademas, los corchetes < ) son inversibles para todo n € INj.
n

) no inversibles para todo n € INy.
n

C C
deducimos que v € Z*, y se pierde la unicidad en la solucién. Con lo cual, si existe solucion, éstas
deben ser infinitas.

V+ 1 |4 nd . .
+ ) y ( T ) no inversibles todo n € Ny,
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Método

El procedimiento que proponemos consiste en hallar los vectores

pm) _ ( afa am _ ( a9n
0 bfn oo bon
y las condiciones necesarias para los parametros de las matrices C'y V', de tal forma que se verifiquen
las siguientes igualdades para todo n > 0:

1\ (VI B
0o/ C L, N

c
(V4 G
S,un - ( C )n n| 9

con lo cual, obtenemos el sistema:

ne(t)
Sun(‘f).

Como S\, y S, son expresiones definidas por productos finitos, la dificultad algebraica es tal
que proponemos como método de resolucién la iteraciéon sobre n para cada n € INy.

Asi, el sistema anterior valuado en 0 es
1\ _ (V+rl\ R
o) c ), 0"
0 - V+ M()I GE)O)
L) c ), 0"

cuya soluciéon es trivialmente
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Sin =1, la ecuaciéon con SA; se escribe como

1\ (V+ary B
0) c ), u’

y tiene dos soluciones posibles:

(1) afy = —ci1
—Co1
b = —2
fl v+ 1’
(2) afi = —cu1
bfi =0
Co1 — 0.

Vemos que (1) y (2) representan las posibilidades que surgen de la resolucién de la ecuacién
con SA;. Si consideramos la primera opcién estaremos en el caso 7 y si no, en el caso . Para
analizamos la ecuacién con Sy,

De aqui obtenemos las soluciones

C12
]_ =
(1) agy o—1
bgr = —ca2,
(2) ag1r =0
bgl = —C22
C12 — 0.

Si consideramos la primera posibilidad nos encontraremos con el caso ; de lo contrario, serd

. De esta manera continda el procedimiento siguiendo esta notacién. Para no perder de vista
la estructura general del trabajo, en el apéndice estan desarrollados el resto de los calculos bajo el
mismo criterio.

Estos resultados nos conducen a la siguiente conjetura.

Conjetura 3.2.1. Sea {P,(z)}nen, una familia de polinomios matriciales mdnicos definidos en

el intervalo [0,00), definida por P,(x) = [F,(x) : Gn(x)], donde

" (VAN 2,
R =3 (V) TR,
L k!

k=0

S V4 pnd ¥
Gt =30 () ek

k=0 )

y V,C son matrices de C**? tales que spec(C)N(=Ng) =0, V = <
Y Hn = —N.

Entonces, se cumple alguna de las siguientes condiciones:

v 0 . o
0 O),UEZ,)\n v—n

(i) Siv €N, entonces C es triangular inferior.

(i) Siv e =N, entonces C es triangular superior.
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A continuacién, listaremos las familias que se obtienen para v = 1,2, —1, —2, para ejemplificar
el procedimiento. Notemos que para todas ellas

. o C11 0 o 1 0 o —1—-—n 0
E‘]emploconC—<C21 - >,V_<O O)yAn_< 0 —n>

Buscamos hallar los vectores F y G que resuelvan los sistemas

VI RN
( C )n n!  \0/)’ (38)
V4ud\ G& (0
( c )n' 1) (39)

Tenemos que

V+>\I ﬁ e +n—k 0 -k 0
- —C21 oo +n—k 0 -1—-k

_; “r (—E(caa +n— k) 0
~ (c11)n(c22)n H ( kcar (=1 —k)(e11 +n— k)) '

k=1

y, andlogamente,

V+un ﬁ el dtn—k 0 1k 0
- —C21 coo+n—k 0 —k
_ ﬁ < C22 +n—k) 0 )
(c11)n(c22)n paie — 1Dea —k(ci1+n—k))°

V+ A1
Notemos que los sistemas (3.8) y (3.9) son sistemas triangulares. Como < * > es una
n

C
matriz triangular inversible, el sistema (3.8) tiene solucién tnica para todo n > 0y estd dada por
(=1)"(c11)n
Fén) = ( ]. Co1
ﬁ;kcqulJrnfk)k 1(022) _k

Por otro lado, para 1 < k < n denotamos

o (1—k)(622+n—k) 0
Ak B < (k — 1)C21 —k(Cu +n — k)> ’

n

Es claro que H Ay es una matriz de la forma

k=1
(2 (—1)"7?!(011%) '
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Para determinar el elemento v consideramos los productos
(A1A2)21 = (—1)1021(811 +n— 1),

(A1A2A3)21 = (71)22!621[1(611 +n— 1)1(622 +n — 3) + 2(611 +n — 2)(622 +n— 3)0],

(A1A2A3A4)21 = (71)33!021[1(011 + n — 1)1(022 + n — 4)2 + 2(611 + n — 2)2(022 + n — 4)1+
+ 3(611 +n— 3)(622 +n — 4)0]

Generalizando,

n—1

v = (—1)”71(’/1 — 1)!621 Z k(CH +n— k)(CQQ)n—k—L
k=1

Luego, despejando variables en el sistema (3.9), se obtiene

agn

a™ — " ea1 "=, (e22)n—i1 ,
0 (=1)"(e22)n + —= > M), =k O
=1 11)n

donde ag,, € C.

El siguiente paso es encontrar cuales de ellas son generadas por una relacion de recurrencia de
tres términos. Procediendo como lo hicimos para las familias tinicas, encontramos los coeficientes
A, y B, de la relacién de recurrencia.

Como el método sugerido no permite calcularlos para n genérico, encontramos las primeras
matrices:

210
c11 — 212 I (€11 — c22 — 2)agy
Ay = _can(enn — e —2) Co2 + C21091 ’
6 2
— — -2
2011+ 1)+ 62210a92 (en 222 Jag:
— 11 11
A2 - _2621 (Cll — C22 — 2) 2(0 X 1) i w )
6 22 2c11
o1, c11 — Coa — 2)a
3(011+2)— 2?1 9)3 ( 11 (22) ) gs
A3 = 3ca1(c11 — ¢ - 22) o % ag '
21(C11 — C22 — 21093
_ 3 2
6 (c22+2) + 2(c11)2
o1 c11 — Co2 — 2)a
4(011+3)+ 251 9)4 _( 11 (22) ) g4
Ay = C11)3 C11)3 ,
deor (e —ca2 — 2 A(car +3) €219y
_ 99 _
6 2(c11)3
210G c11 — Co2 — 2)a
5(611+4)— 2?1 9)5 ( 11 (22) ) gs
A5 = 5co1(c c o 24) o 4c ag
21(C11 — C22 — 21475
_ 5 4
6 (c22 +4) + 2(c11)a
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agicii + age

B ci1+2 .
1= o1 11 ,
— 2
D) C22 +
+1
44 agz(ci1 + 1) + ags
By = . (c11)2 :
21
—_— 4
5 Co2 +
ags(ci1 +2)+a
11 +6 93( 11 ) 94
Bs = Con (c11)3 ,
— 6
5 C22 +
+3) +
11 +8 _ag4(c11 ) ags
By = B (c11)a ,
21
— 8
9 C22 +
4
c11 + 10 ags(c11 +4) + age
Bs = Cor (c11)s
— 10
5 Co2 +
. (e O (20 [ =2-mn 0
E_]emploconC<C21 022>’V<0 O)yAn< 0 —n>

Procediendo como en el ejemplo anterior, se puede deducir que

(=D"(c11)n

(n) _1\n n

Fy’ = (=1)"ca
T TDLICEa L — (o)
(n+1)(n+2); ( + )(011+ +n )k 1(022) k

agn

Gé”): 1 (c22)n—k—2
—1)"(co2)n + ———= E(k+1)—==22022 a0,
(=1)"(ca2) n(n—l),;:l ( )(611)n—k—1 g

donde ag, € Cy ag; = 0.

Ademaés, los primeros coeficientes de la relacién de recurrencia son

C11 —ag2
A = ca1(c11 — o2 — 1) ;
— 6 C22

c11a92 + ags

2(611 =+ 1)
Az = 2c91(c11 — c22 — 1) o '
~ 2ea1(cnn - 22 (s + 1)
1ag-
3(car +2) (11 +1)ags + ags
Ag = , ) (c11)2 ,
_ ca1(c11 gczz —-1) 3(con + 2)
2
Aerr +3) (c11 +2)ags + ags
A, = A 1 (c11)3 :
deai(en —e2 — 1) A(ers +3)

6
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3
5enn + 4) _ (c11 +3)ags + age
As = 5o 3 (c11)4
_ 9C21(C11 — C22 5(022 + 4)
6
y
C11 0
By=| ca1 . ,
3 22
ci1+2 0
Br= e co2 + 2
3
C11 + 4 0
Bz = &1 coo +4
3
c11+6 0
Bs = 21 c22 + 6
3
c11 +8 0
By = % co2 + 8

coo + 10

Jv=(% 0)va=('" 5)

En este caso, se sigue el procedimiento anterior pero teniendo en cuenta que el sistema con
solucidn unica sera (3.9), la cual es

i1 C12

Ejemplo con C = < 0 cn

c n
= > k(e )n-r(caa + 14+ n—k)pa
1

G((Jn) = n+1 P
(=1)"(c22)n

Mientras que el sistema (3.8) tendrd infinitas soluciones dadas por

(=1)"(c11)m C12 i:
k=
bfn

Cllnklf
n

FO(n) 622 n—k )

donde bf, € C.

De la relacion de recurrencia obtenemos

b - 2
11 + c12bf1 612011 Co2 +
A= ’ cobf
120f1
—bfi(ci1 — ca2 +2) o2 — — 5
b - 2
11 + c12bf1 612011 Coo +
A2 = ’ cobf
120f1
—bfi(ci1 — ca2 +2) Co2 —

2




3.2. FAMILIAS NO UNICAS DE AUTOFUNCIONES

ci2bfs3 3c12

3(c11 +2) + —=(c11 —co2 +2)

A=l A b
—(c11 — Ccag + 3 —C120]3
3(coo +2) + —————
(c22)2 (c2+2) 2(c22)2
—c12b 4c
4(c11 4+ 3) + 2(01222)24 612 (c11 — 22+ 2)
Ay = (
c11 —c2 +2)bfs c12bf4
4(coa +3) +
(c22)3 (c22 +3) 2(c22)3
c12b 5c
Sen+4)+ 520 B ey — o +2)
A5 - (C
—(c11 — ca2 +2)bf5 —c12bfs5
5(co2 +4) +
(c22)4 (c22+-4) 2(c22)4
y
c ‘12
By = o),
—bf1 C22
ci1+2 0%2
Bl = )
(ca2)bf1 + bfo S
C22
ci1 +4 012
By = _ (622 + 1)bf2 + bf3
(022)2
ci1+6 012
By =1 (co2+2)bfs+bfs
(022)3
c11 +38 012
By = (c22+3)bfs +0fs
— 8
(c22)s et
c11 + 10 012
Bs = | (coa +4)bfs +bfs
10
(622)5 2

. _ C11 C12 _ —2 0 _ 2—’!1 0
EJemploconC—<0 022>’V_( 0 O)yAn_< 0 o

Siguiendo el razonamiento del ejemplo anterior, tenemos que

n Cll n—k—2
O D RCHE nil Zk (k+1) 3=
bfn
donde bf, e Cy bf1 =0,y
(=112
—_— = k(k+1 —k 1 — k)
Gén) — (n+1>(n+2) P ( + )(Cll)n k(c22+ +n )k 1

(=1)"(c22)n

o1
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De igual manera, buscamos que estas familias satisfagan una relacién de recurrencia de tres
términos y hallamos que los primeros coeficientes A,, y B,, son los siguientes:

it c c11 —co2 +1
Ay = < 11 2 ) 7
—bf2 C22

— 1
2(c1y + 1) ClQM
Ay = 3
2 bf3 ’
bf2 + 2(co2 + 1)

c11 —co2+1

2
b +1)+b )
f3 C22 ) f4 3(@2 +2)

3(c11 +2) c12

022 2

— 1
4(c11 + 3) 2012%
bfa( 022 +2)+0bfs A(co +3) ’

(c22)3

c11 — e+ 1
6

5(cag +4)

5(c11 +4) 5c12
_bfs( 022 + 3) +bfs
(c22)4

De los ejemplos anteriores puede visualizarse que no es sencillo, en caso de que existiera, hallar
una unica expresién de los coeficientes A,, y B,, de la relacién de recurrencia de tres términos

xP,(z) = Poy1(z) + Po(z)By, + Po—1(2)An,

donde P_1(z) =0y Py(z) = I, que dependa de v € Z*. Por esto, no podemos utilizar el teorema
de Favard para hallar las condiciones necesarias sobre los parametros de la ecuacién diferencial que
aseguran la ortogonalidad de las familias de polinomios matriciales moénicos.
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El nuevo enfoque que proponemos es utilizar el teorema (2.3.6) que proporciona condiciones
necesarias y suficientes para hallar un peso simétrico asociado a la ecuacién diferencial

2P!/(z) + (C = 2l)Py(x) - VPu(2) = Pa(@)An @ € [0,00), (3.10)

donde V, C'y A,, son matrices en €?*2, tales que spec(C) N (—Ng) = (). Basdndonos en los resul-
tados obtenidos por medio del método de iteraciéon, proponemos considerar una matriz triangular

inferior
C11 0
C= ,
C21  C22

va que si fuera una matriz triangular superior bastaria hacer la conjugacién de la anterior. Ademaés,
consideraremos que el elemento co; no se anula; de lo contario, las autofunciones de la ecuacién
diferencial (3.10) siempre reducen al caso clésico.

Observemos que la ecuacién diferencial (3.10) desde el punto de vista cldsico tiene como auto-
funcién a la familia de polinomios de Laguerre {L%(x)}nen,, donde z € [0,00), o > —1 y el peso

asociado es w(x) = e *z®. Por esta razén, proponemos el peso matricial W(z) = e‘zmo‘W(x),
donde @) (@)
e w1i\r) wiz2(T
W(z) =
( ) ( ’LU12(£L’) w22(.’£) )

es una funciéon matricial.

Teorema 3.2.2. Sea W una funcidn de peso definida positiva e irreducible, tal que W (x) tiene la
forma W (z) = e "z*W (x), donde x € [0,00), & > =1 y

W(z) = < wi () wlzgx) )

wiz(x)  wag(x)

d? d
es una funcién matricial, y sea D = xl—— + (C — xl)—

x z
con respecto a W, donde V,C € C**2 tales que spec(C) N (—Ng) = 0,

o v 0 o C11 0
V(O 0) y C(Cgl 022)'

Sic11 > 2, cog =c11 — 2, co1 € R* yv =1, entonces el peso es de la forma

— V el operador diferencial simétrico

o — 3 + 3 C21 !
W(Z‘) _ efa:xcufl 2(011 — 2)33 42 2(611 — 2).73 212 (3 11)
C21 C21 ) ’ ’

2(611 — 2)58 B ﬁ .

2
C21
donde k > | —— | .
(2(011 - 2))

Demostracion. Sean V, C'y W del enunciado. Utilizamos el teorema (2.3.6) considerando

AQ(‘T) = II,
Ai(x) =C —al,
Ao(l‘> = _‘/’

para hallar las condiciones necesarias sobre V, C'y W(m) de modo que el teorema se verifique.
La primera ecuacién del teorema, W (x)Aq(x) = A5(x)W (z) se cumple trivialmente.

La segunda ecuacién del teorema, 2(W (z)Az(x)) = W (z)A1(z) + A5 (2)W (z), resulta ser

20W'(z) + [2(ov + 1) I — C*]W (z) — W (2)C = 0.
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De esta expresién obtenemos cuatro ecuaciones diferenciales lineales de primer orden,

xw'u + [Oé + 1-— 011]w11 — C21W12 = O,
21"[1)/12 + 2(0[ + 2)’[012 — C21W22 = 0,
2zwyy 4 2(a + 2)wia — cawag = 0,

TWhy + (a0 + 3 — ¢11)waz = 0.

La tercera ecuacién del teorema, (W (x)As(z))” — (W(x)A1(x)) + W (z)Ao(z) = Af(x)W (x),

Se expresa como

W (2) 4+ 2x(a+ 1 — )W (2) — 2W'(2)(C — 2I) + [(o — z)(a + 1 — 2)] + 2V* W (2)—

— (o — )W (2)(C — xI) — aW (z)V =0,

de donde obtenemos cuatro ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden,
22wl + 2242 — ¢ — x)wh; + (o —x)(a+ 1 —c1p)wi—

— xC1W]y — (a0 — T)coywiz = 0,
22wy + 2[2(a +2) — ¢y — x|wly + [(a — z)(a + 3 — c11) + x]wis = 0,

22wy + (200 +2 — 11 — )Wy + [(a — z)(a + 1 — ¢11) — x|wia — T Why—

— (Oé — x)021w22 = 0,
22why + 2[2(a +2) — c11 — T|why + (a — x)(a + 3 — ¢11)waz = 0.

Resolvemos la ecuacién diferencial (3.15) y obtenemos
wog(z) = 211773,
que verifica la ecuacién diferencial (3.19).
De la ecuacién diferencial (3.14) se obtiene

cl1—a—2 €21 J)Cll_a_g

wis(x) = v 5 ,

(3.16)
(3.17)

(3.18)
(3.19)

donde v € R para que el peso sea hermitico. Reemplazamos esta funcién en (3.18) y obtenemos

pon—a—2021 = 2v(c11 —2)

=0.
2
De esto se deduce que v = _ 2 porlo tanto,
2(611 — 2)
_ C21 c11—a—2 C21 c11—a—3
wi2(2r) = 00— - —=
12(7) 2(c11 — 2) 2
verifica la ecuacién diferencial (3.17).
Por ltimo, de la ecuacion diferencial (3.12) obtenemos
wll(x) _ K‘,J?Cll_a_l _ c%l xcll—a—Z T ixcll—a—?)
2(011 — 2) 4 ’

donde k € R para que el peso sea hermitico. Las funciones wi1(z) y wi2(x) obtenidas verifican la

ecuacion diferencial (3.16). Por lo tanto, el peso estd dado por

2 2
chll—l _ 21 c11—2 + Ca1 xc11—3 €21 xc11—2 _ €21 J)CH_S
W(SL') =7 c 2(011 — 2) c 4 2(011 — 2) 2
21 m61172 _ 21 xC1173 x61173

2(611 - 2) 2
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Por definicién, W debe ser integrable en el intervalo [0, 00) y definido positivo. Estas condiciones

2
. C21
se verifican para c;1 > 2y Kk > () .
2(011 — 2)

Ahora analicemos la segunda condicién del teorema. El limite de

2 2
kil — €21 c11—1 + 0271x011—2 C21 .’L’cll_l o 0271$c11—2
W(z)As(z) = e " 2(c11 —2) 4 2(c11 — 2) 2
C21 xcn—l _ 02713:@1—2 .’L‘CU_Q
2(611 — 2) 2

se anula cuando x tiende 0 y cuando tiende a infinito. Por otro lado,

€21 c11—2
0 —
2(611 — 2)

(W (2)Aa(2)) — W (2)Ar(2) = 0

——

2(011 — 2)

también se anula en el limite cuando x tiende a 0 y a infinito. Por lo tanto, W es un peso simétrico
respecto al operador diferencial del enunciado.

Para verificar que el peso es irreducible, consideramos una matriz no singular M € C?*? dada

por
a b
-t )
Calculamos el producto MW (x)M* y analizamos bajo qué condiciones los elementos {1,2} y

{2,1} se anulan:

e*{l/’l.cllf?)

(MW (2)M*)12 = m

[(011 — 2)(&021 — 2b) (5021 — 23) + 26211’(5(17 — (1021) -+ (IE)+

+ darer®(cyy — 2)].

Como co1 # 0, este producto se anula sélo si ¢ = d = 0, lo cual contradice la hipdtesis de que
la matriz M es inversible. Por lo tanto, el peso no reduce. O

Observacion. Notemos que la expresion del peso (3.11) termina dependiendo de una constante
arbitraria . Esto se debe a que las familias asociadas a dicho peso son infinitas.

De acuerdo al primer ejemplo de esta seccion, las autofunciones del operador diferencial (3.10)

con coeficientes
_ (11 0 _ 1 0
C B (621 C11 — 2) ’ y V o <O 0) ’

—1-n 0
AT'L_( O _n>7

son familias de polinomios moénicos matriciales dados por

y autovalor diagonal

n

B V—(n+1)I\ «* (=D)"™(c11)n 0
P"(‘”)Z( c )kk:!((—l)"(cn) 220 )"

-1
k=0 "

n 0 Qa,

V —nl\ z* Gn

+ < > = g c21(n—1) , (320
k=0 C k k 0 ( 1) (Cll 2>n + 2(611 +n — 2)

con parametros cy1 > 2, co1 € R*, y ag, € R.
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En este punto surge la pregunta natural: jes la familia de polinomios recién definida ortogonal
respecto al peso hallado en el teorema anterior? Para responderla, calculamos el producto interno
entre Py y P; respecto al peso (3.11),

/O PO (.’E)W(.’E)Pl(m)dx = <F(Clz_2) [2@21 —agy (051 — 4/{(011 — 2)2)] O) '

De esto se puede ver que la ortogonalidad depende de la eleccién de ag,. Por lo tanto, en
los siguientes resultados se demuestran las condiciones para que estas familias sean ortogonales
respecto al peso matricial (3.11).

Proposicién 3.2.3. La familia de polinomios matriciales mdnicos definidos en (3.20) verifica una
relacion de recurrencia de tres términos de la forma

zPy(x) = Pyy1(z) + Po(2) By + Po—1(2) Ay,
con condiciones iniciales P_1(x) =0, Py(x) = I, y los coeficientes de la relacion son

2n(c11)n + (=1)"co21a9y

A — 2(c11)n—1 :
n 0 2’/7,(011 +n— 3)(611)n_1 =+ (—1)"+1021agn ’
2(c11)n—1
e tan (e (ot n s Lagn T agni
B, = Co1 (c11)n
7 c11 + 2(’!?, — 1)

Demostracion. Sean A la matriz bloque diagonal de autovalores y L el operador en diferencia
dados por

AO 0 Bo Al 0
A: O Al 0 , L = I Bl A2 ,

donde A,, = (1 07 K —On>’ vy A, v B, son los coeficientes del enunciado.

Para estos operadores calculamos
(ad L)3(A) = L3A —3L*AL + 3LAL* — AL?,

lo cual es una matriz heptadiagonal cuyos elementos estdn dados por las siguientes expresiones:
sii =7,

((ad L)3(A))ij = (Bisi(Bf 1 +Ai+ A1)+ Aj(Bic1 + B;) + Bi—oAj1 + Ai_1Bi1) Aj_q—

— A (Bifl(Bi271 + A+ A1)+ Ai(Bici+ B;) + Bi—oAi1 + Aileifl) -
—3((Bioy+ Aic1 + A)Ai 1B + (Bi—a + Bim1) Ao A1 + (Bi—1 Ai + A B) ;) +
+3(Ai—a(BioAic1 + A1 Bi1) + BicaAi_1 (B 4+ Aic1 + Aj) + AiDNi(Bioy + By)) 5

sit=7—1,
— A 1(Bi1(Bi1Ai + AiBy) + Ay(B? + Aj 1 + A+ A1) —

-3 (35_1 + A1+ A)A 1A+ (Bio1 A + Ay By) Ay By + (AiAi+1)Ai+1) +
+ 3 (Ai—2(Aim14i) + Bio1Ai_1(Bim1Ai + A B;) + A;A(BY + Ai + Ai))
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sii=j—2,

((ad L)?’(A))ij = (Bi1AiAi1 + Ai(Aip1Biyr + BiAig1)) D1 —
— A1 (Bic1AiAipr + Ai(Aiy1Bigy + BiAig)) —
—3((Bic1di + A;B) A A1 + (AiAig1) A1 Biga) +
3(Bi—1Ai—1(AiAir1) + AiAi(BiAipr + Aip1Biga])) s

sii=j—3,

((ad L)*(A)),. = (AiAis1Aiga) Aigo — Ai1 (AiAi1Ais) = 3((AiAip1)Ais1 Aiga) +

+3(AiAi(Ait14ir2));

i

sii=j+1,

((ad L)?’(A)) (B?,g +Bi—1(Bic1+ Bi2) + Ai o+ Ai 1 + Ai) Ajo—
— A1 (Bl o+ Bisi(Bici + Bia) + Aja + A1 + Aj)—
—3(A;—3Ai_2+ (Bica+ Bi—1)A;_2B;_o + (Bi271 + A1+ A)A )+

+3(Ai—2(Bf g+ Ao+ A1) + Bio1Ai_1(Bi—a + Bi_1) + AiA) ;

ij

sit=7+2,
((ad L)s(A))ij =(Bi-3+Bi—2+ Bi—1)Aj—3 — Aj—1 (Bi—3 + Bi—2 + Bi—1) —
—3(Ai_3Bi_3+ (Bi—2 + Bi—1)Ai—2) + 3(Ai—2(Bi—3 + Bi—2) + Bi_1A;_1);

sii=7+3,
((ad L)g(A))ij =Aji_a—Aj_1 — 303+ 3A; .

Mediante un calculo algebraico se puede comprobar que estos elementos se anulan. Luego, por
el teorema (2.4.1), la familia verifica la relacién de recurrencia del enuncidado. O

Teorema 3.2.4. Si .
(=)™ "2nca(c11)n—1
3, —4k(c11 —2)(c11 — 2+ n)’

agn =

entonces la familia de polinomios matriciales ménicos dados por (3.20) es ortogonal respecto al
peso matricial

2 2
e @1 jen-2 + €21 0113 €21 jen-2_ 221 03
W(.’b) —e 2(611 — 2) 4 2(611 — 2) 2 ,
021 (111—2 _ 621 m611—3 x(:11—3
2(011 - 2) 2

2
C21
dond > 2, € R* > — ) .
onae Ci1 C21 YK <2(6112)>

Demostracion. Por la proposicién anterior (3.2.3), la familia {P,} definida por (3.20) verifica una
relacién de recurrencia de tres términos

2Py (1) = Ppy1(x) + Po(2) By + Poo1(1) Ay,
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cuyos coeficientes son

2n(c11)n + (—1)"c21agx

0
A — 2(c11)n-1
n O 2TL(611 +n— 3)(011)774,1 + (—1)”“021agn ’
2(c11)n-1
ci1 +2n  (=1)nt? (c11 +n — 1)agn + agni1
B, = Cor (c11)n
> ci1+2(n—1)
Por teorema de Favard, la familia es ortogonal si
(i) An= 8,250,
(ii) SnBn = (SuBn)T.
De (i) es facil comprobar que S,, = SgA4;As...A,, donde
) _ — 4/‘6(011 — 2)2 0
So = [[Po(@)[|” =T(c11 — 2) 4
0 1

Combinando (i) y (ii), y usando el hecho de que Sy y A,, son matricies diagonales, obtenemos
la siguiente relacién de recurrencia para agy,

2¢o1(—1)" " He11)n—1 H k(ci1 +k —3)(c11)k—1 + (=) Learagy
3, —4k(c11 — 1)(e11 — 2) 2k(c11)k + (—1)kcaragy

— (c11+n—2)agn—1, (3.21)

agn =

con la condicién inicial agg = 0.
Proponemos como solucién

2nca1 (—1)" " He11)n—1
3, —4k(ci — )(enn +n—2)°

agy = (3.22)

Para verificar que (3.22) es la tnica solucién de la relacién (3.21) procederemos por induccién.

Si n =1, es sencillo verificar que tanto la relacién (3.21) como (3.22) se reducen a

2co1
a = .
91 C%l — 4H(011 — 2)(011 — 1)

Suponemos que (3.22) es solucién de la relacién (3.21) para todo k < n. Por definicién de (3.21),

n

2021( 1)™(c11)n H k(cii+k —3)(c11)k—1 + (—
C — 4/43(611 — 1 611 — 2 2k Cll)k + ( ]-) C21agk

)k_1021&9k

agn+1 =
k:l

—(c11 +n—1)ag,
se puede reescribir como

2n(c11 +n — 3)(c11)n—1 + (=1)" " learag,
2n(c11)n + (—1)"c21agn
— (611 +n — 1)agn.

agnt+1 = —(c11 +n —1)(agn + (c11 +n — 2)agn—1)
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Utilizando la hipétesis inductiva,

n n n—1
agn+1 = (—1)"(c11)n2¢21 (C%1 —4k(c11 — 2)(c11 +n —2) B c3; —4k(c11 —2)(c11 +n — 3)) x
" (c11 +n —3)(c3; —4k(err —2)(c11 +n —2)) + ¢ n(—1)"(c11)n2¢21 .
(11 +n—1)(c3 —4k(ci1 —2)(c11 +n—2)) — 3y 3y —4r(c1n — 2)(c11 +n —2)

Mediante calculos algebraicos se puede corroborar que

(—1)”(c11)n2(n + 1)621
3, —4k(ci1 — 2)(c11 +n —2)’

adn+1 =

lo cual es la solucién propuesta (3.22) para n + 1.

Por lo tanto, la familia obtenida

N~ (V- ry ok (=1)"(cr)n 0
Py(z) = Z ( C )kk! < (—1)"%(&1%—1 0 )"
§ o (=)™ 12nco1(c11)n-1
+Z(V—n]) T c3, —4r(c11 —2)(c11 — 2 +n)
k

C m c21(n -1 ’
k=0 0o (-1 -2 _—
( ) <011 )n"" 2(011+7L—2)
es ortogonal respecto al peso
c11—1 C%l c11—2 c%l c11—3 C21 c11—2 €21 ¢,-3
R 11 _ 11 _|’_ —“Zx 11 xT 11 — 2 11
W(z)=e" 2(c11 —2) 4 2(c11 —2) 2
L c11—2 _ 02711.51173 x(;1173
2(011 - 2) 2

A continuacién, listaremos los primeros términos de dichas familias
PO (JC) = I,

2¢21
C%l - 4%(611 — 1)(611 — 2)

2—(311

—C11
Py(x) =al +

—C21

2

dcoy
—2(c11 +1
( H ) C%l — 4%011(611 — 2) +
—C21 —2(011 — 1)

Py(z) = 2?1 + x

4corc11

ci1(cip +1 -
(e +1) c3, — 4ker (e — 22)

2c5,

Co1C cufen —3)+2—
21C11 11(c11 —3) 3, —4kcrr (e — 2)
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6ca1
—3(c11 +2)
Ps(z) = 2°T + 2? 3em, e, —4k(crr + 1) (e — 2) +
5 —3c11
712021611
3(011 + 1)(011 + 2)
. 3, —4k(cnn + 1)(606121 -2) N

21

C%l — 4%(611 + 1)(011 — 2)
6caicii(cin + 1)

e — 4drlen +1)(en —2)

6621611
—C C — 1 C - 2 +
(e —1)(ein —2) 3, —4k(c11 + 1)(e11 — 2)

3021(011 + 1) 3(611 — 1) —

—011(011 + 1)(611 + 2)

—3ca1c11(c11 + 1)
2

+

Conclusiones
En esta seccion presentamos los resultados mas destacados del capitulo 3.

= Las autofunciones P, (z) = {Fn (x)Gn(x)} de la ecuacién diferencial

zP)/(z) + (C = al)P(x) = VP, (2) = Po(z)Ay

son polinomios ménicos de grado n de la forma

k=0
S VI 2 o
Guta) =3 (V) et

donde z € [0,00), V,C, A,, € €C?*2 tales que spec(C) N (=Ng) = 0,
v 0
=(60)
y el autovalor A, estd dado por la matriz diagonal
An O

con A\, = —n—vy u, =—n. Ademas, las expresiones de Fo(n) y G((J") dependen de si v es, o
no, un entero no nulo.

V4+ A1 v nd . . o
= Si los corchetes ( +C’ ) y ( +C'u ) son inversibles para todo k, es decir, si v ¢ Z*;
k k

N VNI 1
A=) ()

n V4 I\ /0
a =) ()

Ademés, si la familia de polinomios ortogonales {P,(x)} definida en [0,00) satisface una
relacion de recurrencia de tres términos, entonces reduce al caso clasico.

entonces,
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1
= SiV = 0 y C = cn 0 entonces, existen infinitas familias de polinomios
0 0 C21 C11 — 2

matriciales moénicos irreducibles que son de la forma

- " V- (n + 1)[ fEk (_;lj)nf'gcll)n 0
Pn(x) N Z ( C )kk! ( (_1)n 2 (Cll)n—l 0 +
"o ok [0 (=)™ "2nca1(c11)n
—-n £ C%l — 4&(011 — 2)(611 — 2+ n)
)

C ca1(n—1
1) (e — 2)p 4 2T )
0 (e =2+ 2(ci1 +n—2)

k=0

definidos en [0,00) y que cumplen las siguientes propiedades:

e son autofunciones del operador diferencial
2P (z) + (C — zI)P.(z) — VP, (z) = P,(z)A,,

donde c17 > 2 y el autovalor A,, estd dado por la matriz diagonal

—1-n 0
An—( 0 n)?

e son ortogonales respecto al peso matricial

G G e en
W(z) = e “gen—1 2(c11 —2)x 42?2 2(c1n —2)x  2a?
C21 €21 —2 ’

2(611 — 2)l‘ B ﬁ

2
C21
donde kK > | ————— | ;
(2(011 - 2))

e verifican una relacién de recurrencia de tres términos de la forma
2Py (2) = Poy1(x) + Po(2) By 4+ Pro1(2)A,,
donde P_i(z) =0, Py(x) = I y los coeficientes de la relacién son

27’L(811)n + (—1)n621agn

0
A — 2(c11)n—1 X
n O QTL(Cll +n — 3)(011)n—1 -+ (71)njL C21a(gn ’
2(c11)n-1
- ]- n n
c11 +2n (_1)n+1 (CH tn )ag - 0gn+1

B, = e (c11)n

- c1+2(n—1)

2



Apéndice A
Familias no tinicas

Recapitulando, tenemos

o=
Spn = (
Para n = 0, este sistema tiene por solucién a:
R =(5):
G — ( ; ) .

Sin =1, para la ecuacién (A.1) obtenemos dos soluciones posibles:

afi = —ci

—C21
b =
h v+1
afi = —ci1
bfi =0
Co1 = 0
Caso 1

De la ecuacién (A.2) obtenemos

(1) agy = —22

v—1
bg1 = —C22

(2) ag1 =0
bg1 = —ca2

Ci2 = 0

62



Para n = 2 las soluciones de (A.1) son:

C12€21
1 =
(1) afs = (c11)2+ i

coo+ (c11 + 1)(v+1)
(v+1)(v+2)

bfa = 2co

(2) afs = (c11)2

Co1 = 0
v= -2
(3) afy = (611)2
bfa =0
Co1 = 0
c
(4) afz = (cu)2 + 5 2 bfs
C22
Co21 = 0
v=—1
1.1.1

y las de (A.2) son:

C11 — (022 + 1)(1) — 1)
(v=1)(v—2)

C12C21
bga = (c22)2 — o1

(1) ags = 2612

-1
(2) bga = (c22)2
Ci2 = 0
v =2
(3) ag2 =0
bgy = (022)2
C12 = 0
(4) bgs = (caa)s + o2
2c11092
Co1 = 0
v=1

63

De la solucién | 1.1.1.1 | obtenemos el caso inversible, y de los sucesivos pasos desde n = 3 se
generan casos que quedan relegados para un trabajo futuro debido a que es insuficiente la capacidad

de calculo del programa. Algunos de estos son:

3(011 + 1) + 1+ 2012621

(1) afs = —(c11)3 + c12ca1 5

v=-3

3 — 1+ 2ci9c0;
2

Co2 = C11 +
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3(011 - ].) - \/1 + 2012621

(2) afs = —(c11)3 + cr2ca1

2
v=-3
3+ V14 2ci2c0
Co2 = C11 + 5
(c11)2 + c12¢21 c12bf3

3) afy = 2ty g - _C120J5
(3) afs p—— (2+en(3+c1) —erzea1) + e + 1)

v=—-2

co2 =c11+1

(4) bfs = 3ci2ca

v=—2
011:—1
022:0

Para este caso, el sistema en n = 3 tiene por soluciéon:

afs = *(611)3
6¢3, + (c22 + 3)(c22 +4) + 3c11(6 + c22)
bfs = —ca1
10
21043

1) bgs = —
(1) bgs (co2)3 + 3e1,
(2) ags =0

bgs = —(c22)3

Los siguientes términos son:

afs = (c11)a
10(611 + 1)3 + 622(47 —+ 33611 + 60%1) + 3032(4 + 611) + C%Z

bf4 = C21 15
coo +3(c11+1
bgs = (c22)a + 021GQ4M
6(c11)2
afs = —(011)5
—c
bfs = ——[15¢}, + (oo + 3)4 + 1063, (15 + c22) + 3¢2, (175 + 2¢2(ca2 + 16) + c11(750+

21

+ 622(308 + 3622(17 + 022)))]

022(7 + 3011 + 022) + 6(011 + 1)(011 -+ 2)
10(c11)3

bgs = —(c22)5 + c21a95

afe = (011)6
bfe = %[21@?1 + (c22 + 3)5 + 15¢1; (21 + ca2) 4 53, (357 + 2¢aa(con + 22)) + 3¢2, (1575+

+ Co2 (399 + 2022(23 + 022))) + 011(5754 + 022(2906 + 022(665 + 3022(24 + 622))))]

2621@96 47 =+ 66%1 =+ 3011(622 + 11) =+ 622(622 =+ 12)
+ 21022006
3011 15(011)4

bge = (c22)6 +




65

En este caso, el sistema se resuelve con los coeficientes:

afy = (c11)4
10(011 + 1)3 + 022(47 + 33011 + 66%1) + 36%2(4 + 011) + C%Q

bf4 = C21 15
cog + 3(c11+1
bgs = (ca2)a + 021a94226(c(111)2)
afs = —(011)5
bfs = _20121 [15¢E, + (con + 3)4 + 1063, (15 + ¢92) + 3¢2, (175 4 2¢99 (a2 + 16) + ¢11(750+

=+ 022(308 + 3022(17 + 022)))]
622(7 + 3c11 + 022) + 6(011 + 1)(011 + 2)
10(011)3

bgs = —(c22)5 + 21095
afe = (011)6
bfs = %[mi‘l 4 (con +3)s5 4 1564, (21 4 e20) + 53, (357 + 2cas((can + 22)) + 32, (1575+

=+ Co2 (399 + 2622(23 + 022))) + 611(5754 + 622(2906 + 622(665 + 3622(24 + 022))))]

2co1096 47 + 66%1 + 3011(022 + 11) + 022<C22 +12)
+ 21022006
3cip 15(c11)a

con lo cual, se ve que es un caso particular de | 1.1.1.2.1 |.
1.1.1.3

Para n = 3, (A.1) tiene como soluciones posibles:

bgs = (c22)6 +

(1) afs = —(c11)3
bfe— _3 -1+ 611(011 + 2)(1} + 1)(’U + 3) + (3 + c11 + 2¢99 + U(Cll + 2))2
fo==3en 200+ 1)(v + 2)(v + 3)

(2) afs = —(c11)3
b — _3 —1+4ecpi(ern +2)(v+1)(v+3) + (3 + c11 + 2¢22 + v(err + 2))?
fo = =3em 2(v+ D(v+2)(v + 3)

(3) afs = —(c11)3

v=-3
Co1 = 0
(4) afs = —(c11)3
v=—2
Co1 = 0
(5) afs = —(c11)s
v=—1
Co21 = 0
(6) afs = —(c11)3
bfs; =0
Co1 = 0

Y (A.2) tiene a:
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v=3
(2) ags =0
bgs = *(022)3

coo +2(c11 +1
(4) bgz = —(c22)3 + 621093w

3(c11)2
v=1
1.1.1.3.1.1
Si n =4, el sistema se resuelve con:
afy = (c11)4
20(611 + 1)3 + 2022(37 + 611(27 + 5611)) + 032(15 + 4011) + 032
bfs = ca1
35
y
210,
(1) bga = (c22)4 + 11794 o
C11
(2) aga =0
bgs = (c22)4
1.1.1.3.1.1.1
Para éste, la solucion es:
afs = *(611)5
—c
bfs = 56” [35¢2, + (Caz + 4)4 + 1063, (35 + 2¢22) + 5¢31(245 + 2¢22(19 4 ¢22)) + 2¢11 (875+
+ 622(299 + C22 (4]. + 2022)))]
c22 +4(c11 + 1)
bgs = — -
g5 (c22)5 + c21095 10(c11)2
afes = (c11)6
c
bfs = 8241 [56¢5, + (con + 4)5 + 35¢1, (24 + 2¢92) + 1063, (476 + c22(51 + 2¢22)) + 534 (2520+
+ €22(549 + 2¢22(27 + c22))) + 211 (7672 + €22(3267 + c22(627 + c22(57 + 2¢22))))]
€21096 co2 +4(c11 + 1)

bgy = (c22)6 + + C21C22a96

2c11 10(c11)2

1.1.1.3.1.1.2

En este caso los términos siguientes son:
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afs = —(611)5
bfs = *50621 [35¢2, + (Caz + 4)4 + 1063, (35 + 2¢02) + 5¢31(245 + 2¢22(19 + ¢22)) + 2¢11 (875+

+ 622(299 + C22 (41 + 2622)))]

coo +4(cy1 +1
bgs = —(c22)5 + C21agsw

10(c11)e2
afe = (c11)e
bfs = %[5605{1 + (con +4)5 + 35¢1; (24 + 2¢90) + 1063, (476 + c20(51 + 2¢o2)) + 5ty (2520+
+ 22(549 + 2¢92(27 4 ¢22))) + 2¢11 (7672 + ¢22(3267 + ¢22(627 4 c92(57 + 2¢22))))]
bgg = (c22)6 + 02215?6 + czlcmagﬁw
Por lo tanto, es un caso particular de .

Si n = 4, el sistema se resuelve con:
afy = (c11)4

bfs =

dcoy
(v+1D(v+2)(v+3)(v+4)

+ 3¢ (v 4+ 1) (v +2)(6 + a2 + 20) + c11(v + 1)(6¢35 + 11(v + 2) (v + 3) + 3e22(12 + 5v))]

[l (v 4+ 1) (v +2) (v +3) + 6(ca2 + v + )5+

(1) bga = (c22)4

v=4

(2) ags =0
bgs = (022)4

(3) v=3

C21a04

b =
g1 = (c22)a + deny

(4) afs = (c11)a
bf — ¢ 10(611 + 1)3 + 622(47 + 33611 + 60%1) + 30%2(4 + 011) + 032
4 — €21
15

(5) afs=(c11)a
~ Aerr + 1)z + 3eaa(cr142)2 + 2(e22)2(c11 + 3) + (c22)3
bfs = ca

5
v=1

El caso |1.1.1.3.1.2.2 | contintia generando casos con las siguientes condiciones:

(i) c12=0y v=mn, paran € N.

(ii) co1 =0y v = —n, paran € N.

(111) Cl2 = 0 Yy C21 = 0.
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En este caso, la solucion es:

afy = (011)4

bf4 = [10(611 + 1)3 + 622(47 + 33c11 + 6611) + 3022(4 + 011) + 022]
coo + 3(c11 + )
bgs = G )
g1 = (C22)a + c21a94 6(can)a
afs = *(011)5
bf5 = 21 [15011 (022 + 3)4 + 100?1(022 + 15) + 30?1(175 + 2622(16 + 622)) + 011(750+

+ ¢22(308 + 3c22(17 + ¢22)))]

3co104s5 Ccog +3c11 + 7

bgs = —(c22)5 + + c21C22095

5c11 10(011)3
afe = (611)
bfs = 02281 2163, + (ca2 + 3)5 + 15¢2 (can + 21) + 53, (357 + 2¢22(22 4 ¢22)) + 3¢3, (1575+
=+ co9o (399 + 2622(23 + 022))) + 611(5754 =+ co9o (665 + 3622(24 + 022)))]
2co1096 47+6C%1 +3011(11 +022) +022(12+022)
b p—
g6 = (c22)6 + e, + c21C22006 THEDY
1.1.1.3.1.4
Los siguientes términos son:
afs = (611)4
4(c11 +1)3 4+ 3eaa(cir +2)2 + 2(c22)2(c11 + 3) + (c22)3
bfs = ca1

5
bfzagy
afs

bgs = (ca2)a +

afs = —(c11)s
bfs = —c 5(c11 + 1)4 +4eaa(crr +2)3 + 3(ca2)2(c11 + 3)2 + 2(ca2)3(c11 +4) + (c22)4
5= —C21

6
bgs = —(c22)5 + b%;f
afs = (011)
bfs = [ (c11 + 1)5 + Beaa(e11 + 2) 4 + 4(ca2)2(c11 + 3)3 + 3(c22)3(c11 + 4)2+
+ 2(022)4(011 +5) + (c22)5]
bge = (c22)6 + bf;jﬁ

El caso es igual a .

Los coeficientes consecutivos son:



ags =0

bgs = —(c22)3
afy = (c11)4
agys =0

bgy = (822)4
afs = —(c11)s
ags =0

bgs = *(622)5
afe = (Cll)ﬁ
age =0

bgs = (c22)6

Este caso continta con:

ags =0

bgs = —(c22)3
afy = (c11)4
agy =0

bgs = (022)4
afs = —(c11)s
ags =0

bgs = —(c22)s
afe = (Cll)ﬁ
age =0

bgs = (c22)6

Para los siguientes n tenemos:

ags =0

bgs = —(622)3
afs = (c11)s
agy =0

bgs = (022)4
afs = —(c11)s
ags =0

bgs = —(c22)5
afe = (011)6
age =0

bgs = (c22)6

Asi, ’ 1.1.1.3.3 ‘ y ’ 1.1.1.3.4 ‘ son casos particulares de .

Si n = 3, la ecuacién (A.2) tiene las posibles soluciones:
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(1) bgs = —(c22)3

v=1
(2) bgs = —(c22)3
V=2
(3) bgs = —(c22)3
v=23
(4) ag3 =0
bgs = —(c22)3

Vemos que [1.1.1.3.6.2] y [1.1.1.3.6.3 ] son casos particulares de [1.1.1.2.1] y [1.1.1.3.1.1.1],

mientras que | 1.1.1.3.6.4 | uno de los casos que genera | 1.1.1.3.1.2.2 |, que a su vez es caso particular
de|1.1.1.3.5|

A partir de n = 4, el sistema se resuelve con

afy = (011)4

bfs =0

bgs = (022)4
afs = —(c11)s
bfs =0

bgs = —(c22)5
afe = (011)6
bfs =0

bgs = (c22)6

En este caso, el sistema se resuelve con:

afs = *(011)3
6 + 3c11(c11 + 3) + Beag + 2¢11022 + €35
bfs = —ca1 4
coo +2(c11 +1
bgz = —(ca2)3 + 0216193223(0(1)1)
11)2

afy = (011)4

_ A(crn +1)3 + 3eaa(crr + 2)2 4+ 2(c22)2(c11 + 3) 4 (c22)3
bfs = ca1 5

bfzagy
afs

bgs = (c22)a +

afs = —(c11)s

bfs = —cm 5(c11 + 1)a + 4eoa(cir +2)3 + 3(c22)2(c11 + 3)2 + 2(c22)3(ci1 +4) + (c22)4
6

bfiags
afy

bgs = —(c22)5 +
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afe = (011)
bfe = [ (c11 4+ 1)5 + 5eaz(crr + 2)4 + 4(c22)2(c11 + 3)3 + 3(c22)3(c11 + 4)2+

+ 2(022)4(011 +5) + (ca22)s5)

bfsage
afs

Asi, ’ 1.1.1.3.14 ‘ y ’ 1.1.1.3.6.1 ‘ son casos particulares de .

Los términos que resuelven el sistema a partir de n = 2 son:

c11 + 3(c22 + 1)
6

bge = (c22)6 +

agz = C12
bgy = (022)2
C12
= — —=b
afs (c11)3 + 3eas f3

i1 4 6(ca2 + 1)2 4 c11(7 4 3c22)

ags = —Ci2

10
bgs = —(c22)3
agsb
afy = (c11)s + %254
Ci)l + 10(022 + 1)3 + 30%1(4 + 3622) + 611(47 + 33622 + 60%2)
ags = C12
15
bgs = (c22)4
agsbfs
afs = —(c + =
f5 ( 11)5 b93
ags = 21 [Cll + 156(622 + 1)4 + 3611(6 + 622) + 611(119 + 51cog + 6022) + 2611(171+
+ 022(154 + Ca9 (48 + 5022)))]
bgs = —(c22)s
agabfe

afe = (c11)s + bg
ga

age — [011 + 21(622 + 1)5 + 011(25 + 3622) + 611(245 + 6022(12 + 622)) + 0%1(11754‘

28
+ Co22 (665 + 2022 (69 + 5022))) + 611(2754 + Co9 (2906 + 622(1197 + 5622 (44 + 3622))))]

bgs = (022)6

Sin =2, la ecuacién (A.2) tiene las posibles soluciones:

C11 — (022 + 1)(1) — 1)

(1) ags = 2612

(v—=1)(v—2)
592 = (622)2
(2) bg2 = (c22)2
C12 = 0
v=1

(3) bg2 = (c22)2
v =2
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(4) age =0
bgs = (022)2
C12 = 0

Sélo consideramos el caso va que’ 1.1.3.2 ‘, ’ 1.1.3.3 ‘y’ 1.1.3.4 ‘ son iguales a ,

[1.1.1.3.6.2] y [ 1.1.1.3.6.4 ], respectivamente.

Para n = 3 la ecuacién (A.1) se resuelve con:

(1) afs = —(c11)3

v=-3
(2) afs = —(c11)3
bfg =0

ClQbf3

(3) afs = —(c11)3 + 3
C22

v=—2

C11 —+ 2(622 —+ 2)

(4) afs = —(c11)3 + c12bf3 3(ca2)2

v=—1

Los siguientes términos de este caso son:

e +10(cag + 1) + c11(9 + 4cao)

ags = —C12 20
bgz = —(622)3
B c12bg4
afs = (c11)a + s
A3+ 20(c2 + )3 4 31 (15 + deaa) + 2¢11 (37 + ¢22(27 + 5ea2))
ags = C12 35
bgs = (022)4

c11 + 4(ca2 + 1)

= — b
afs (c11)5 + c12bf5 10(c22)s

—C
ags = 5612 [(c11 + 4)s + 2¢02(875 + €11(299 + ¢11 (41 4 2¢11))) + 5625 (245 + 2611 (19 + ¢11))+
+ 1063, (35 + 2¢11) + 35¢5,]
bgs = —(022)5

a
afe = (c11)6 + ClefﬁT%
93

Ci2
84
=+ Co2 (627 + 5622(27 + 2022))) + 011(5944 + c29 (6534 + 59 (549 + 822(102 + 7622))))]

bgs = (022)6

Si n = 3, las posibles soluciones de (A.2) son:

age = ——[c3; +56(con + 1)5 + c11(30 4 4ca) + €31 (355 + 2¢00(57 + 5eaz)) + 2¢3, (1035+



2¢1; + (ca2 4+ 1)2(v — 1) (v — 2) 4 2¢11(3 + c22 — v(ca2 + 2))

ags = 3c12
bgs = —(022)3
bgsz = *(022)3
C12 = 0
v=1
bgs = —(022)3
C12 = 0
v=2
bgs = —(022)3
C12 = 0
v=3
ags =0
bgs = —(022)3
C12 = 0

(v=1)(v=2)(v=3)
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Seguiremos analizando|1.1.3.1.2.1 |, ya que los demas se corresponden con los casos|1.1.1.3.6.1 |,

[1.1.1.3.6.2

)

1.1.1.3.6.3] y[1.1.1.3.6.4

Para n = 4, de la ecuacién (A.1) tenemos:

(1)

(2)

(5)

af4 = (611)4
v=—4

afs = (611)4
bf4 = 0

afs = (c11)s +

v=-3

C12bf 4
4022

afs = (c11)a + c12bfs

v=—2

afy = (c11)a + c12bfa

v=—1

c11 +3(ca2+1)

6(ca2)2

2 4 3(caa + 1)2 + c11(5 + 2¢29)

, respectivamente.

4(ca2)2

Vemos que ’ 1.1.3.1.2.1.3‘ y ’ 1.1.3.1.2.1.4‘ son casos particulares de [1.1.3.1.1 ‘ y ’ 1.1.2 ‘ Conti-
nuamos analizando los demas.

1.1.3.1.2.1.1




74

APENDICE A. FAMILIAS NO UNICAS
C‘;’l + 35(022 + 1)3 + 0%1(18 + 5622) + 611(107 + 5622(16 + 3022))
ags = C12
70

bgs = (022)4

- c12bfs
afs = —(c11)s + 5Cas
ags = %162[(% - 5)4 + 5eaa(T00 + e11(205 + c11(24 + 1)) + 5625(490 + 3¢11(22 + ¢11))+

+ 35¢35(20 4 ¢11) + 70c3,]
bgs = —(022)5

c11 +5(ca2 + 1)

= gt ' S\2e T 7
afes = (c11)6 + c12bf6 15(c22)2
age = %20[(;% +126(cas + 1)5 + 5E3, (7 + c22) + 53, (97 + 3can (11 + c22)) + 52, (665-+

+ Co2 (421 + 022(93 + 7022))) + 011(11274 + 5co9 (2545 -+ 022(1084 + 7022(29 + 2022))))]
bge = (022)6

1.1.3.1.2.1.2

(1) ags = (

La ecuacién (A.2) para n = 4 da las posiblidades:

4ci [
v—1)(v—2)(v—3)(v—4)

— (3 + CQQ)’U) + 3011(2(11 + 022(6 + 022)) — (3 + 622)(8 + 3622)’0 + (022 + 2)2'02”

bgs = (c22)

6¢3, — (coz + 1)3(v — 1) (v — 2)(v — 3) + 6¢3, (6 + coo—

4

(2) bga = (c22)4
C12 = 0
v=1

(3) bgs = (022)4

61220
v =2

(4) bgs = (c22)a

612:0
v=3

(5) bgs = (c22)4

012:0
v=4

(6) ags =0

bgs = (ca2)a
C12 = 0

Los casos| 1.1.3.1.2.1.2.2],[1.1.3.1.2.1.2.3],[ 1.1.3.1.2.1.2.4 | y [ 1.1.3.1.2.1.2.6 | son iguales a| 1.1.1.3.6.1 ],

[1.1.1.3.6.2],[1.1.1.3.6.3] y [ 1.1.1.3.6.4]. Y [1.1.3.1.2.1.2.5 | es un caso particular de [1.1.1.3.6.1]

Si n =5, la tinica solucién relevante de (A.1) es



()

af5 = —(611)5
bfs =0
y de (A.2) lo es
dc12
(v—1)(v—2)(v—3)(v—4)(v—>5)
— 2463 (=10 + cgo(v — 1) + 4v) + 12¢2,(2(35 + ¢22(10 + ¢22)) — 3v(cag + 4)2+
+ v (a9 4 3)2) + 4c11(6(5 4 ¢22) (10 + coa(5 + €22)) — (4 + €22) (105 + c2(64 4 11con))v+
+ 3(c2 + 3)2(5 + 2¢02)v? — (cag + 2)30%))]
bgs = —(ca2)s

pues las demés ya fueron estudiadas.

ags = [(24cty + (22 + 1)a(v = 1)(v = 2)(v = 3) (v — 4)—

Para n = 6 el sistema se resuelve con
afe = (c11)6
bfe =0
6c12
(v=1)(v—=2)(v—3)(v—4)(v—>5)(v—06)
— (e22 + 1)5(v — 1) (v — 2)(v — 3) (v — 4) (v — 5) 4 60c}; (2(85 + c20(15 + c22)) — 3(5+
+ €22)(8 + c22)v + (c22 + 4)2v?) — 20cF; (—6(225 + 22(85 + c22(15 + ¢22))) + (5+
+ €22)(306 + c22(104 + 11c90))v — 3(can + 4)2(9 + 2¢00)v* + (20 + 3)3v%) + 5epq (24(274+
+ 22(225 + 22(85 4 ¢22(15 + ¢22)))) — 2(5 + ¢22) (1080 + ¢22(840 + ¢22(247 + 25¢92)) )v+
+ (22 + 4)2(306 + €22(199 + 35¢92))0% — 2(caz + 3)3(12 + 5z )v® + (c22 + 2)4v?)]
bge = (022)6

age = [120¢7, — 120t (5(v — 3) 4 coa(v — 1)) —

yva que al igual que para el n anterior, los demds casos ya fueron vistos. Estos coeficientes indican
que este es un caso particular de | 1.1.1.1.1 |

1.1.3.1.2.1.5

Los siguientes términos son:

Cilsl -+ 4(022 + 1)3 + 6%1(9 + 2022) + 611(26 + 622(17 —+ 3022))

ags = C12 5
bgs = (022)4
a
afs = —(c11)s + C12bf5bfg4
g4
—c .
ags = Tw[( Llll + 5(022 —+ ].)4 + 20131(7 + 022) + 0?1(71 -+ 3622(9 + 022)) + 011(154 -+ 622(129+
+ ¢29 (39 + 4022)))]
bgs = —(622)5
ags
afe = (c11)6 + c12bfs bg
g5
c12

ags = — [€3) + 6(caz + 1)5 + 2¢1; (10 + c22) + €31 (155 + 3c22(13 + ca2)) + ¢34 (580+

+ 022(291 + 022(57 + 4022))) + 611(1044 + 022(1024 + 022(409 + 022(74 + 5022))))]
bge = (022)6

1.1.4
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c11 + 2(622 + 1)(1) — 1)

agz = C12

3
bga = (022)2
agab
afs = —(c11)3 + gbzg2f3
21 +3(co2 + D)o +c11(5+2
ags = —c12 11 (622 )2 C11( 022)
4
bgs = —(022)3
agsb
afs = ~(en)s + 2f3
31 +4(can + 1)3 + c3(9 + 2¢22) + €11(26 + c22(17 + 3c22))
ags = C12 =
bgs = (c22)4
a
afs = —(c11)s + clgbf5b—g4
g4
ags = _(0312 [(c]) + 5(can 4 1)g + 263, (T + c20) + 2, (71 + 3c29(9 4 ¢22)) + c11(154 + c22(129+
+ C22 (39 + 4C22)))]
bgs = —(022)5

a
afe = (c11)6 + 012bf6bfg5
g5

C
age = %[c‘i’l +6(caz + 1)5 + 264, (10 + c22) + 2, (155 + 322(13 + c22)) + 2, (580 + 22(291+
+ c22(57 + 4caz)))c11(1044 + €22(1024 + ¢22(409 + c22(74 + 5c22))))]
bgs = (022)6

Con lo cual, este caso es [1.1.3.1.2.1.5|.

La ecuacién (A.1) para n = 2 tiene por soluciones posibles:
(1) afz = (c11)2

_ 22+ (c11 + 1)
ble =20 T 0k D)

(2) afy = (611)2

Co21 = 0
v=—2
(3) afy = (011)2
Co21 = 0
v=—1
(4) afy = (011)2
bfs =0
Co1 = 0

De este resultado, podemos ver que y se corresponden con’ 1.1.1.3.4 ‘ y ’ 1.1.1.3.5].

1.2.1

Si n = 2, la ecuacién (A.2) se satisface con:



7

(1) bg2 = (c22)2

v=2
(2) ag2 =0
bgy = (622)2
210G
(3) b2 = (ca2)o + 2 g2
C11

v=1

De estas tres posibilidades, continuaremos con la segunda ya que ] 1.2.1.1 ‘ y ] 1.2.1.3‘ son los
casos | 1.1.1.2.1 | y [ 1.1.1.4].

De la ecuacién (A.1) para n = 3 obtenemos

(1) afs = —(c11)s
bf - _3 -1 + 611(611 + 2)(1} + 1)(’0 + 3) + (3 +c11 + 2622 —|—’U(011 + 2))2
3T o 2(v+ (v +2)(v + 3)

(2) afs = —(c11)3

Co1 = 0
v=-3
(3) afs = *(011)3
Co21 = 0
v=—-2
(4) afs = —(c11)3
Co1 = 0
v=—1
(5) afs = —(c11)3
bf3; =0
Co1 = 0

De estos 5 casos, |1.2.1.2.2
respectivamente.

De la ecuacién (A.1) para n = 3 obtenemos

1.2.1.2.3] y [1.2.1.2.4] son [1.1.1.3.3

1.1.1.34] y [1.1.1.35],

X )

(1) bgs = *(022)3

v=23
(2) ags =0
bgs = —(022)3
Cc21Q
(3) bgs = —(c22)3 + ;1 93
C11

v=2
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Co2 + 2(611 + ].)

4) bgz = —
(4) bgs (c22)s + 21093 3(c1)s

v=1

De estos, consideraremos el segundo caso ya que los demés se corresponden con | 1.1.1.3.1.1.1 |,
[1.1.1.2.1]y[1.1.1.3.1.4]

1.2.1.2.1.2
Para n = 4, el sistema se resuelve con:
afs = (c11)a
b 4621 3
fa= [ (v + 1) (v +2) (v +3) 4 6(caz + v+ 1)3+

(v+1D(v+2)(v+3)(v+4)
+3c2, (v + 1) (v 4 2)(6 + cag + 20) + c11(v + 1)(6¢2y + 11(v + 2) (v + 3) + 3co2(12 4 5v))]

(1) bga = (c22)a

v=4
(2) aga =0
bgs = (622)4
C21a04
3) bgy =
(3) bgs = (c22)a + lon,
v=23
(4) bgs = (c22)a + ag1afs
bf2
v=2
(5) bgs = (c22)a + ag1afs
bfs

v=1

El tinico caso que sobrevive es| 1.2.1.2.1.2.2 |, ya que los restantes son respectivamente| 1.1.3.1.2.1.2.7 |

(1113001 [11.1.21]y [1.1.1.4]
1.2.1.2.1.2.2
Para los siguientes n, sélo es relevante la solucion:
afs = —(c11)s
- —5021 4 3
bfs = [Cll(l + 1})4 + 24(022 +v+ 1)4 + 2011(1 + v)3(2022+

w+1Dw+2)(v+3)(v+4)(v+5)
+5(4+v)) + 2 (14 v)2(12¢2, + 35(3 + v)2 + 12¢92(10 + 3v)) + 2¢11 (1 + v) (12¢3,+
+ 25(2 + v)3 + 6¢35(20 + Tv) + 2¢22(7 + 20)(30 + 13v))]

ags =0

bgs = —(c22)s

afe = (Cll)ﬁ
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bs = ooz
(w+1)w+2)(v+3)(v+4)(v+5)(v+6)
+5¢1; (1 + v)a(caz + 3(5+v)) + 56} (1 + v)3(4c3y + 17(4 + v)2 + 2¢22(30 + Tv))+
+5¢2, (1 4+ v)2 (1265, + 45(3 4 v)3 + 1225 (15 + 4v) + 22(1020 + v(545 + 71v)))+
+ 2¢11 (1 + ) (60¢hy + 137(2 + v)4 + 90¢55(10 4 3v) + 10¢25 (510 + v(316 + 47v) )+
+ 5¢22(2700 4 v(2580 + v (787 + 77v))))]

(3, (1+ )5 4+ 120(cag + v + 1)5+

age =0

bgs = (c22)6
yva que las demds son casos particulares de casos anteriores. Y a su vez, dicha solucién es un caso
particular de |1.1.1.1.1|.

Si n = 2, las soluciones posibles de (A.2) son:

(1) bga = (c22)2

v=1
(2) bga = (c22)2
v=2
(3) ag2=0
bgs = (022)2

Podemos ver facilmente que [1.2.4.1]es[1.1.1.3.6.1] y [ 1.2.4.2] es [ 1.1.1.3.6.2].

De (A.1) para n = 3 obtenemos:

(1) afs = —(c11)3

v=-3
(2) afs = —(c11)3
v=—2
(3) afz = *(011)3
v=—1
(4) afs = —(c11)3
bfs =0

1.1.1.3.4

) X

Pero estas posibilidades se reducen a ’ 1.1.1.3.3 1.1.1.3.5 ‘ y ’ 1.1.1.3.6.4 |

Caso 2
Para n = 1, la ecuacién (A.2) se resuelve con:
agy = C12
T
bg1 = —ca2

Para n = 2, (A.1) da los posibles casos:



v=—2
(2) afs = (c11)2
bfg =0
(3) afa = (c11)2 + C;CZZQ

v=—1

de los cuales, [2.1]es [1.1.2] y [2.3]es [1.1.3.1.2.1.5 .

De la igualdad (A.2) para n = 2 surgen:

C11 — (CQQ + 1)(1} — 1)

(1) ags = 2612

(v—1)(v—-2)
bga = (022)2
(2) bg2 = (c22)2
Ci2 = 0
v=1

(3) bg2 = (c22)2

C12 = 0

v=2

(4) ag2 =0
bga = (c22)2

C12 = 0

APENDICE A. FAMILIAS NO UNICAS

De estos, y son los ya analizados | 1.1.1.3.6.1 ‘ y ’ 1.1.1.3.6.2 || respectivamente.

2.2.1
Sin =3, de (A.1) obtenemos

(1) afs = —(c11)3

v=-3
(2) afs =—(c11)3
bfs =0
(3) afs = —(c11)s + Cgfcl;f?’

v=—-2

c11 + 2(ca2 + 1)

(4) afs = —(c11)s + c12bf3 3(ca2)2

v=—1
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2.2.1.1},[2.2.1.3 ] y [ 2.2.1.4 ] son los respectivos | 1.1.3.1.1

Claramente,

Si n = 3, las soluciones posibles de (A.2) son

1.1.2]y[1.1.3.1.2.1.5].

)

20%1 + (CQQ + 1)2(U - 2)(’1) - 2) + 2611(3 + Cog — U(CQQ + 2))
(v =1)(v=2)(v=3)

(1) ags = 3c12

bgs = —(622)3

(2) bgs = —(022)3
C12 = 0
v=1

(3) bgs = —(022)3
C12 = 0
v=2

(4) bgs = —(022)3
C12 = 0
v=23
(5) ags =0

bgsz = *(622)3
C12 = 0

2.2.1.2.2]es[1.1.1.3.6.1

2.2.1.2.3|es|1.1.1.3.6.2

De estos resultados,

La igualdad (A.1) para n = 4 genera

,v[22.1.24]es[1.1.1.3.6.3]

X

(1) afs=(c11)a

v=—4
(2) afy = (011)4
bfy =0

c12bfa
4cag

(3) afs = (c11)s +
v=-3

c11+3(c22 + 1)

(4) afs = (c11)a + c12bfs 6(c22)2

v=-—2

c%l + 3(022 + 1)2 + 011(5 + 2022)
4(022)2

(5) afs = (c11)a + c12bfa

v=—1

Sélo continuamos trabajando con el segundo caso, ya que los demds son, respectivamente,
[1.1.3.1.2.1.1],[1.1.3.1.2.1.3, [ 1.1.3.1.2.1.4] y [ 1.1.3.1.2.1.5 .

)
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Las soluciones relevantes del sistema paran =4, n =6y n = 6 son:

ags = RSO ;1;:22 Ty [6¢3, — (coz + 1)3(v — 1) (v — 2)(v — 3) + 6¢7, (6 + coo—
— (34 c22)) + 3c11(2(11 + €29(6 4 ¢92)) — (3 + ca2)v(8 + 3c22) + v2(coz + 2)2)]

b94 = (022)4

af5 = —(611)5

bfs =0

ags = EeE (2468, + (caz + 1)a(v = 1)(v — 2)(v = 3) (v — 4)—

(v=1)(v=2)(v=3)(v—-4)(v=5)
— 240‘;’1(—10 + coo(v—1) +4v) + 126%1(2(35 + 022(10 + 622)) — 3’0(022 +4)o+

=+ ’U2(022 =+ 3)2) 4+ 4611(6(5 =+ 622)(10 =+ 022(5 + 622)) — (4 =+ 022)(105 =+ 022(64 =+ 11622))U+
+ 3(caz + 3)2(5 + 2c22)0* — (c2 + 2)30%))]

bgs = —(c22)s

afe = (Cll)G

bfs =0

age = 6612 [1206?1 - 12064111(5(1) - 3) + CQQ(U - 1))7

(v—=1)(v—=2)(v—=3)(v—4)(v—5)(v—6)
— (e22 + 1)5(v — 1) (v — 2)(v — 3) (v — 4) (v — 5) 4 60c}; (2(85 + c20(15 + c22)) — 3(5+
+ €22) (8 + €22)v + (€22 + 4)2v%) — 20¢5; (—6(225 + €22(85 + c22(15 + ¢22))) + (5+
+ €22)(306 + c22(104 + 11cg0))v — 3(can + 4)2(9 + 2¢90)v? + (c20 + 3)30%) + 5epq (24(274+
+ 22(225 + 22(85 + ¢22(15 + ¢22)))) — 2(5 + ¢22) (1080 + ¢22(840 + ¢22(247 + 25¢92)) )v+
+ (22 + 4)2(306 + €22(199 + 35¢92))v% — 2(cag + 3)3(12 + 5oz ) v + (c22 + 2)4v?)]

bgs = (c22)6

con lo cual vemos que es igual al caso |1.1.3.1.2.1.2.1|.

En las siguientes paginas se aprecian los diagramas que permiten visualizar el esquema que

fue considerado en la resolucién por casos, y de esta manera queda explicita la gran cantidad de
procesos de calculo necesarios para llegar a los resultados presentados.
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Nomenclatura

(a),  Simbolo Pochhammer de a

(M);; Elemento de la matriz M en la i-ésima fila y j-ésima columna
—IN  Numeros enteros negativos

—INy Numeros enteros negativos y el 0

z Conjugado de un ntmero complejo z
< ) Numero combinatorio
0

Conjunto vacio
I'(z) Funcién Gamma
(-,-)  Producto interno
C Numeros complejos

C™*™ Matrices de dimensién n X m con coeficientes complejos

N Nuumeros naturales

Ny Numeros naturales y el 0
R Numeros reales

RT  Ntmeros reales positivos
7* Numeros enteros sin el 0

B(z,y) Funcién Beta

H,(x) Polinomios de Hermite

I Matriz identidad de dimensién 2

In Matriz identidad de dimension N

L& (x) Polinomios de Laguerre

M* Matriz adjunta de M

P28 (x) Polinomios de Jacobi

arg(z) Argumento de un nimero complejo z
Re(z) Parte real de un ntimero complejo z

spec(M) Espectro de la matriz M
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