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Capitulo 1

Introduccion

En el ano 1924, T. Radé [17] demostré la llamada propiedad de Radé para funciones
analiticas, la cual establece que si una funcién compleja continua f(z) es analitica en
aquellos puntos donde f(z) # 0, entonces es analitica en todo su dominio de definicién. Asi,
cada conjunto de nivel puede ser removido para estudiar la analiticidad de una determinada
funcion.

Posteriormente, J.Krél [14] obtuvo la misma propiedad para funciones armoénicas, las
cuales son de suma importancia en la teoria clasica de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales. Con mayor exactitud, Kral probd que si una funcién es arménica fuera de un
conjunto de nivel, entonces es armoénica en todo el dominio de definicién. Luego, se buscd
extender la propiedad de Radé a ecuaciones diferenciales més generales. De especial interés
es la ecuacién dada por el p-Laplaciano, que es un operador que generaliza al operador
de Laplace (este ultimo se obtiene en el caso particular en que el pardmetro p es igual a
2). En primer lugar, fue Kilpeldinen en [I3] quien demostré la propiedad de Radé para
funciones p-arménicas (es decir, soluciones de la ecuacién homogénea del p-Laplaciano)
en el plano, y luego, Juutinen y Lindqvist en [10] extendieron el resultado de Kral y
Kilpeldinen para dimensiones arbitrarias. Finalmente, se han elaborado ampliaciones de los
resultados mencionados para ecuaciones de segundo orden mas generales en las referencias
[11], [I5] y [18]. Sin embargo, continda siendo un problema abierto la propiedad de Radé
para el operador p-Laplaciano singular (es decir, para p entre 1 y 2) en el caso en que la
ecuacion tiene un término no-homogéneo dependiente de la variable z, la funcién u y su
gradiente Vu.

En el presente trabajo, estamos interesados en probar que si una funcién u es solucién
de una ecuacién diferencial de tipo p-Laplaciano no-homogénea fuera del conjunto de nivel
u = 0, entonces la funcién es solucién de la ecuacién en todo su dominio de definicion.

Para la ecuacién que estudiaremos, se han formulado diferentes nociones de soluciones.
El problema en el que estamos interesados, presenta conflictos en los puntos criticos y, para
evitarlos, los trataremos a partir de una equivalencia dada entre dos tipos de soluciones:
soluciones viscosas y soluciones débiles de Sobolev. Para el p-Laplaciano homogéneo, esta
equivalencia ya ha sido estudiada por Juutinen, Lindqvist y Manfredi en [12], a través de
la nocién de funciones p-arménicas, p-subarmonicas y p-superarmoénicas.

En [12], los autores muestran que la nocién de solucién p-arménica es equivalente a la
nocién de solucién viscosa. Para el caso de la ecuaciéon no-homogénea, en [9], Julin y Juu-



tinen prueban que las soluciones viscosas del p-Laplaciano no-homogéneo son soluciones
débiles en el caso donde el lado derecho de la ecuacion es una funcién continua y depende
solo de la variable espacial. Finalmente, en [16], Medina y Ochoa prueban una equivalen-
cia entre soluciones débiles y soluciones viscosas para el p-Laplaciano no-homogéneo en
el caso en que el lado derecho de la ecuacién es una funciéon f = f(z,u, Vu) definida en
Q xR x R", siendo Q2 C R" el dominio de definicién de la solucién.

Para tratar el problema del caso homogéneo, en [10], Juutinen y Lindqvist exponen
una definicién de solucién viscosa que evita los puntos criticos. Esto permite probar que
si tenemos una solucién de la ecuacién homogénea en un sentido débil en los puntos del
dominio donde no se anula el gradiente, entonces sera soluciéon en el mismo sentido en
todo el dominio de definicién.

En este trabajo, aplicaremos la misma idea usando la misma nocién de solucién viscosa
que proponen Juutinen y Lindqvist en [I0] y probaremos que esta definicién es equivalente
a la nocién de solucién débil. Para probar esta equivalencia, nos basaremos en el trabajo
de Medina y Ochoa en [16]. Sin embargo, alli, los autores emplean una nocién de solucién
viscosa diferente a la que manejan Juutinen y Lindqvist. Es por esto que hemos hecho una
adaptacién de la equivalencia dada en [16] para la definicién de solucién viscosa empleada
en [10].

El trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el segundo capitulo, daremos las definiciones principales que usaremos a lo largo
del resto del trabajo.

En el capitulo 3, estudiaremos algunos resultados preliminares; entre ellos, los teoremas
que plantean la equivalencia entre soluciones débiles y viscosas. Para su demostracion,
daremos algunos lemas previos que seran de suma importancia.

Finalmente, en el capitulo 4, enunciaremos y probaremos los resultados de interés,
dando primero una proposicién que permite descartar los puntos criticos. Posteriormente,
probaremos el resultado principal aplicando dos lemas previos que seran demostrados en
ese mismo capitulo.



Capitulo 2

Definiciones y preliminares

En este capitulo damos las principales definiciones y los resultados preliminares que
seran empleados a lo largo del presente trabajo. No exponemos las demostraciones, sin
embargo, pueden encontrarse en la referencia [2].

2.1. Operador p-Laplaciano: definicién y aplicaciones

Como mencionamos en la Introduccion, el objetivo de este trabajo es resolver el proble-
ma de tipo Radé para el caso del p-Laplaciano no-homogéneo, extendiendo asi, el teorema
de Kral a la siguiente ecuacién eliptica degenerada (o singular)

—div (|Vu|p_2Vu) = f(z,u, Vu) (2.1)

definida en un conjunto abierto y acotado 2 C R", para 1 < p < oo y donde f es una
funcion definida en 2 x R x R™. Cuando p > 2, en los puntos donde Vu = 0, la ecuacién
se denominada degenerada. Por otro lado, para p < 2, cuando Vu = 0, |Vu|P~2 no estd
definido y la ecuacién se denomina singular en estos puntos. Observemos que cuando
p = 2, nos encontramos en el caso lineal y corresponde al operador de Laplace.

Notacion 2.1. Notaremos al operador p-Laplaciano como
Apu = div (|VuP"?Vu).

Ya observamos en la Introduccién que el operador A, presenta problemas cuando
Vu = 0 para 1 < p < 2. Es por esto que se define el operador p-Laplaciano en forma de
divergencia como

Ap(u) = div(Ap(Vu)) =V - A,(Vu)

donde el operador A, se define como
Ap(m) = IlP~*n, p>2,

P=2p s 0
Ap(n)z{g" ”Si;’f(] 1<p<?,



El operador p-Laplaciano aparece en muchos problemas no-lineales de la Fisica y la
Mecénica. Bognar, en [I], realiza una investigacién analitica de problemas en el drea de la
mecdanica de fluidos que se describen por medio de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales que involucran al operador p-Laplaciano. Bognar estudio la ecuacién de filtracion
turbulenta en medios porosos

ou
Ha = ¢*div (|Vu”|p_2Vu”) , (2.2)
donde la constante 6 es positiva, n >0y p > 1. Ademads, np > 1. Si ponemos a escala las
constantes en (2.2)), obtenemos que

ou

ot
Recordamos que un fluido no-Newtoniano es aquel que no satisface la Ley viscosidad de
Newton, la cual establece que la fuerza por unidad de area es proporcional a la disminucion
de la velocidad con la distancia. Entonces, en este contexto, se obtiene un caso particular
de la ecuacion , que es la denominada ecuacién de filtracion no-Newtoniana o ecuacion
p-Laplaciana de evolucion

Apu'. (2.3)

ou

5=
Observar que en el caso estacionario, es decir, cuando u es independiente del tiempo, se
obtiene la ecuacién homogénea

Apu. (2.4)

Apu = 0.

2.2. Preliminares en espacios normados

En esta seccién, vamos a introducir conceptos béasicos del Andlisis Funcional que serdn
de utilidad a lo largo de la tesis.

Definicion 2.1. Sea V un espacio vectorial sobre R. Un funcional lineal es una aplicacién
lineal definida sobre V', o sobre un subespacio vectorial de V', con valores en R.

Notacién 2.2. Se designa V' al dual topoldgico de V, es decir, el espacio de los funcionales
lineales y continuos sobre V; V' estd dotado de la norma dual

|lully» = sup |u(z)]= sup u(z).
zeV:z||<1 zeV:|z||<1

Cuando u € V' y z € V se nota generalmente (u, z) en lugar de u(z); se dice que (,) es el
producto escalar en la dualidad de V',V

Definicién 2.2 (Espacio de Banach). Decimos que un espacio vectorial normado B es un
espacio de Banach si es completo con respecto a su norma, es decir, si (z,,) es una sucesién
de Cauchy en B, entonces existe x € B tal que (x,) converge a z.

A continuacién, introduciremos una nueva topologia en el espacio normado B.



Definicién 2.3. La topologia débil o(B, B') sobre B es la topologia menos fina sobre B
que hace continuas a todas las aplicaciones u € B’.

Notacién 2.3. Dada una sucesion (z,) en B, se designa por x,, — x la convergencia de
Zn a x en la topologia débil o(B, B"). Decimos z;, converge débilmente a x en o(B, B').

La siguiente proposicion brinda propiedades esenciales de la convergencia débil.
Proposicién 2.1. Sea (z,) una sucesién en B. Se verifica:
I. o, =z en o(B, B’) siy sélo si (u, z,) — (u,z) para toda u € B'.
1. Si x, — z fuertemente, es decir, si ||z, — x| — 0, entonces z,, = = en o(B, B’).
1. Si z, — x en o(B, B’), entonces ||z, estd acotada y ||z| < Hminf,  [|z,]-

Teorema 2.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sea f : B — R que cumple f(ax) = af(z)
para cada z € By a € R,y f(zx+y) < f(x) + f(y) para todos =,y € B. Sea B un
subespacio de B y ¢ una aplicacién lineal definida en B tal que g(x) < f(x) para cada
z € B. Entonces existe una forma lineal u definida en B que extiende al funcional g, es
decirg:uenéyugfenB.

Sea B un espacio de Banach y B’ su espacio dual dotado de la norma |u|lp =
SUPgep, ||z)<1 | (4, Z) |, y sea B su espacio bidual, es decir, el espacio dual de B’ (fun-
cionales lineales y continuos con valores reales definidos en B’) con la norma

1Ullpr = sup — [(U,u)],
ueB’, |[B|<1

Entonces podemos definir una aplicacién inyectiva J : B — B” de la siguiente manera:
sea x € B fijo, entonces la aplicacién u +— (u,z) que va de B’ a R es un funcional lineal
continuo sobre B’, es decir, es un elemento del espacio dual de B’ y por lo tanto estd en
B". Asi J asigna a cada elemento x de B, la aplicacién u +— (u, ), es decir

(J(2),u) = (u,z)

para cada u € B’ y x € B. Entonces, por un lado vemos que J es lineal y, ademds si x € B,
entonces

[J(@)lpr = sup [(J(z),u)|= sup [(u,z)|= ]| (2.5)
llull gr<1 l[ull <1
ya que, por un lado, si x € By z # 0, entonces y = H%II tiene norma unitaria en B, asi

si u € B’ cumple |lul|p < 1, entonces | (u,y)| < 1. Luego, ﬁ’ (u,z) | <1, por lo tanto
| (u,z)| < ||z]|, y como esto vale para cualquier u € B’ tal que |ul]|pr < 1, se cumple

SUP|y||, <1 | (u, ) | < [[2. Por otro lado, existe un funcional v € B’ tal que |jv|| = [z
y (v,z) = ||z||* (este resultado es un corolario del Teorema . Entonces si llamamos
w = ﬁv, vemos que |w| = 1y (w,z) = ||z|. Finalmente, notemos que si z = 0, la

desigualdad ([2.5) se satisface trivialmente. Luego, hemos probado que J es una isometria.
Ahora bien, puede que J no sea sobreyectiva. Tenemos entonces la siguiente definicion.



Definicién 2.4. Sea B un espacio de Banach y sea J la inyeccién canénica de B en B”.
Se dice que B es reflexivo si J(B) = B”.

La siguiente propiedad de espacios reflexivos sera ampliamente utilizada en el presente
trabajo.

Teorema 2.2. Sea B un espacio de Banach reflexivo y sea (z,,) una sucesién acotada en
B. Entonces existe una subsucesién (z,,) que converge débilmente.

2.3. Espacios L?

Sea © C R™ abierto. Se designa por L!(€) al espacio de las funciones integrables sobre
Q) con valores reales. Se escribe

Jull sy = [ fu(o)] o
Q
Se identifican dos funciones de L! si coinciden en casi todo punto (es decir, iguales salvo
un conjunto de medida nula). En general, se tiene la siguiente definicién.
Definicion 2.5. Sea p € R con 1 < p < oo; se define
LP(Q) = {u: Q= R:ues medible y [ul’ € L'(Q)}.

Y se define la siguiente norma

1/p
el oy = [ [ uwp dx] .

Definicion 2.6. Se define
L*(Q) ={u:Q — R : ues medible y existe una constante C tal que |u(z)] < C c.t.p. en Q}.
y se define la norma

[[ull oo () = If{C : [u(z)| < C en casi todo punto de €2}.

Definicién 2.7. Sea 1 < p < oo; se dice que una funcién u estéd en L} () si u|x € LP(Q)
para todo compacto K C €.

A continuacién, recordamos algunos resultados importantes para funciones en LP.

Teorema 2.3 (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue). Sea (uy)nen una su-
cesién de funciones integrables. Supongamos que u,(z) — u(x) en casi todo punto de Q y
que existe una funcién v € L*(Q) tal que, para cada n, |u,(z)| < v(x) en casi todo punto
de Q. Entonces u € LY(Q) y [Jun — ull 1) = 0.

Lema 2.1 (Lema de Fatou). Sea (u,) una sucesién de funciones integrables en 2 tal que
para cada n, u, > 0 en casi todo punto en Q y sup,, [, u, < co. Entonces, si ponemos
u(z) = minf, o0 un (), u € L1(Q) y ademds

n—oo

liminf [ wu,(z) z/u(m)
Q Q
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Definicién 2.8. Definimos como Cy(£2) al espacio de las funciones continuas y con soporte
compacto en ().

Teorema 2.4 (Teorema de densidad). El espacio Cp(f2) es denso en L(€), es decir, para
cada u € L'() y para cada e > 0 existe v € C(f) tal que ||u — Vi) <e

Notacién 2.4. Sea 1 < p < oo, se designa por p’ al exponente conjugado de p, es decir
1,1

=+ 5 =1.

p P

Teorema 2.5 (Desigualdad de Holder). Sean u € LP(Q) y v € LP () con 1 < p < oc.
Entonces uv € L1(Q) y
el < lllze@livll o )

Teorema 2.6. Sean (u,) una sucesién en LP(€2) y u € LP(Q), tales que ||up, —ul1p() — 0.
Entonces existe una subsucesion (uy, ) tal que uy, () — u(z) en casi todo punto de €.

El siguiente resultado, junto con el Teorema implican que si (u,) es una suce-
sién acotada en LP con 1 < p < oo, entonces (u,) tiene una subsucesiéon que converge
débilmente en LP.

Teorema 2.7. LP es reflexivo para 1 < p < oco.

Teorema 2.8 (Teorema de representacién de Riesz). Sea 1 < p < ooy ¢ € (LP(Q))".
Entonces existe una tnica funcién u € L? () tal que

(cp,v>:/9uv

para toda v € LP(Q). Ademds, |lull 1 (o) = 1€l (zr(e)y-

El Teorema, [2.8| expresa que todo funcional lineal continuo sobre LP con 1 < p < oo
se representa por medio de una funcién de LF'. La aplicacién @ +— u es un operador
lineal isométrico y sobreyectivo que permite identificar el dual de LP con L¥ . Por lo tanto,
haremos la identificacién (LP)’ = LP'. Ahora bien, como cada funcional ¢ sobre LP(€) es
representado por una funcién u en L? () como

(p,v) = / wv  para todav € LP(Q) (2.6)
Q

vemos que la nocién de convergencia débil puede definirse de la siguiente manera: dada
una sucesion (v,) en LP(Q2) y una funcién v € LP(Q2), sabemos por la Proposicién [2.1] que
v, converge débilmente a v en LP(Q), si cumple (p,v,) — (p,v) para toda ¢ € (LP(Q))".
Ahora bien, por el Teorema [2.8] cada ¢ € (LP(f2))’ es representada por una tnica funcién
u € LP () como en ([2-6), por lo tanto v, — v en LP(Q) si y sélo si

/ ULy, — / wv  para toda u € LP (€).
Q Q

Teorema 2.9 (Densidad). El espacio Cy(€2) es denso en LP(Q2) para 1 < p < oc.



El teorema anterior puede generalizarse para concluir que las funciones en los espa-
cios LP pueden aproximarse por funciones con grado de regularidad arbitraria. Antes de
enunciar este resultado, damos la siguiente definicién.

Definicién 2.9. Se define el espacio de las funciones C¥ como
CkQ) :=={ueC(Q): duec Q) para cadai=1,...,n}.
y el espacio de las funciones infinitamente diferenciables como
C>®(Q) := {u € C*(Q) para todo k € N}.

Teorema 2.10. El espacio C5°(2) es denso en LP({2) para cada 1 < p < oo.

2.4. Convexidad y semi-convexidad

Definicién 2.10 (Convexidad y concavidad). Decimos que una funcién v : R — R es
conveza si para cada par de puntos z,y € R"” y para cada X € [0, 1], u satisface

u(Az + (1 — Ny) < Au(z) + (1 — Nu(y) (2.7)
Una funcién v es cdncava si —u es convexa.

Vemos, entonces, que una funcién u es concava si u(Az+(1—A)y) > Au(x)+(1—=N)u(y).

Ahora daremos un lema que permite caracterizar a las funciones convexas (céncavas).
Para ello, recordemos antes que una matriz A € R"*™ es definida no-negativa si cumple
que Az - x > 0 para cada x € R" y notamos A > 0. En forma andloga se definen las
matrices definidas no-positivas, positivas y negativas.

Lema 2.2. Sea u € C%(R"), entonces u es convexa si y sélo si VZu(x) > 0, para cada
r € R™

Observemos que para el caso de las funciones céncavas se cumple V2u(z) < 0 en todo
punto x de R"”.

Definicién 2.11 (Semiconvexidad y semiconcavidad). Sea u : R™ — R una funcién
continua. Decimos que u es semiconcava si y sélo si existe una constante C' > 0 tal que

u(z + h) +u(z — h) — 2u(z) < C|h/? (2.8)

para todos x,h € R™. La constante C' se denomina constante de semiconcavidad de la
funcién u. Decimos que una funcién continua u es semiconvexa si —u es semicéncava.

Notemos que una funcién u es semiconvexa si y solo si existe una constante C' tal que
para todos z, h € R" u satisface u(x + h) +u(z — h) — 2u(z) > —C|h|%

Proposicién 2.2 (Caracterizacién de funciones semicéncavas). Sea u : R® — R una
funcién continua. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. w es semicéncava con constante C' > 0, es decir, u satisface (2.8));



2. Para cada par de puntos z e y de R" y para cada 0 < A < 1, u cumple

A(1—=A
M) + (1 uly) ~ u(ra + (1 - W) < LNy
3. La funcién ¢(z) := u(z) — §|z|? es céncava;
4. Vale la siguiente desigualdad
— Vu(z) +CI, >0 (2.9)

en un sentido viscoso, es decir, para cada punto zo € R" y para cada ¢ € C?(R") tal
que u — ¢ alcanza un minimo en xg, se cumple —V2g0(xo) + CI, > 0. I,, denota la
matriz identidad de tamano n x n.

Ejemplo 1. La funcién u(x) = |z| no es semicéncava en 0 ya que la desigualdad viscosa
(2.9) no se cumple para ninguna constante C' > 0 en el origen. En efecto, si C' > 0y
¢(x) = C|z|?, entonces u — ¢ tiene un minimo local en 0, ya que u(0) = ¢(0) y si |z| < &,
entonces ¢(z) = Clz|> < C&|z| = u(z). Ademas, V?p(z) = 2CI, > CI,. Por lo tanto,
por la Proposicién % no es semicéncava en x = 0.

Ejemplo 2. Si u(x) = |z|?, vemos que u € C*(R") y V?u(x) = 2I,, en todo punto z € R™.
Luego, u es tanto semicdéncava como semiconvexa con constante C' = 2.

Vemos que cualquier funcién v € C?(R") es semicéncava y semiconvexa en cualquier
dominio acotado de R".
2.4.1. Convoluciones infimales

Definicion 2.12. Sea () un subconjunto abierto de R™. Se define la convolucién infimal
o inf-convoluciéon de una funcién u : @ — R como

uelz) = inf (u(y) + 24 (2.10)
c yed qs‘ﬁl ’

donde ¢ > 2y e > 0.

Proposicion 2.3. Sea u :  — R una funcién semicontinua inferior y acotada en 2.
Entonces las siguientes afirmaciones son vélidas:

(1) Existe r(g) > 0 tal que

, |z — yl|?
- f Lot AN
us(@) yeBrg(:v)ﬂQ <u<y) * qed=t

M4s ain, r(g) — 0 cuando € — 0.
(1) La sucesién (u.) es creciente y converge puntualmente a u en .

(111) ue definida como en (I) es semicéncava en Q. 1= {z € Q : dist(x,0Q) > r(e)} y
la constante de semiconcavidad depende de ¢, € y de la oscilacion de u: oscqu :=
supq u — infq w.



Demostracion. (1) Sea M = supquy m = infqu. Sea r = r(¢) > 0 de manera tal que

rq

=M —m.
qed~t

Entonces vemos que r(¢) — 0 cuando € — 0. Observar

u(z) < inf (u(y) 4 les yq)

 YEB (o (z)NQ qer!

para cada z en €. En particular, por definicién de infimo

1 |z —y|? |z — 2|9
inf u(y) + < u(z)+ 2.11
yEBr(a(ﬂ:)ﬂQ( ) et~ )~ (2) qel—1 ( )

para cada z € B,(.)(x) N§. Ahora bien, si tomamos un punto z € Q\ B, (¢)(z) vemos
que

rd |z — 2|2
T <u(z) +

u(z) <M <m+

qed~ qed=1

nf <u(y) + |x_y|q> < u(z)+ 22 (2.12)

YEB,.(o) (z)NQ qed—1 qe?—1

para cada z € Q \ B, (¢ (7). Combinando (2.11)) y (2.12)), concluimos que

, |z —yl?
€ = f
uele) VEB, (o (2)0 (u(y) =

Asi

para cada x € €.

Se sigue de la definicién de u. y de (I) que la sucesion (u.) es creciente. Ahora bien
para cada ¢ la diferencia
u(z) —ue(z) >0

Ademads, por definicién de infimo, para cada e > 0, existe y. € B, N {2 tal que

|z — yel _

us () > u(ye) + ged—1

€.

Entonces

_ q
0 < lmsup (u(z) — u.(2)) < limsup (u(:c) oy - ol 6)
e—0 e—0 qe1

= u(x) — liminf u(y.) <0,
e—0

ya que u es semicontinua inferior. Asi se obtiene que la sucesién (u.) converge a u(x)
cuando ¢ tiende a 0.

10



(1) Tomemos un punto z € €.y y un punto y € B,)(z) N Q donde r = r(g) es un

namero positivo tal que
q
r

= oscqu.
—1
qe?

Definimos ¢y (x) = u(y) + ‘;Ug;g'f. Como el pardmetro ¢ > 2 vemos que ¢, es conti-

nuamente diferenciable y, ademas

L (- -yl - @ (- y)

1
2 _ —2
Vv wy(x)—wj]x—y|q I+F

(¢—1)
ga—1

IN

|z —y|" 1.

donde (x — y) ® (z — y) denota el producto tensorial de (z — y) por si mismo, es
decir, [(z —y) © (& = y)lij = (2 — yi)(zj — y;). Sea

@Dy

Entonces, para cada y € B,(-)(z)NQ, VZp,(z) < CI. Luego, la funcién goy(:c)—%|x|2
es concava para todo y € BT(E)(x) N €. Luego, tomando infimo obtenemos que la
funcién

. C C
wf (o) = Glal) =) = Gl

yEBr(s) (z)NQ

es céoncava. Asi, por la Proposicién u. es semicéncava.
|

Teorema 2.11 (Teorema de Aleksandrov). Siu: € — R es semicéncava o semiconvexa,
entonces u es dos veces diferenciable en casi todo punto en €.

De la Proposicién [2.3[(III) y el Teorema se obtiene que u. es dos veces diferenciable
en casi todo punto y
V2u.(z) < CI

en casi todo punto = de ).

2.5. Espacios de Sobolev

Muchas veces, a lo largo del trabajo, las soluciones a la ecuacién perteneceran
a ciertos espacios conocidos con el nombre de espacios de Sobolev. La teoria de espacios
de Sobolev puede encontrarse desarrollada en forma extensa en [§], sin embargo daremos
algunas definiciones y propiedades por conveniencia del lector. En esta seccién ) es un
subconjunto abierto de R".

Antes de proporcionar la definicién formal de Espacios de Sobolev, primero recordemos
lo siguiente: supongamos que tenemos una funcién u € C1(Q) y una funcién ¢ € C§(Q).
Entonces vale la Férmula de Integracién por Partes, es decir, se satisface la siguiente

igualdad
ou dp

=— | u
4 o Ox;

o O;
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para cada i tal que 1 < ¢ < n. La siguiente definicion busca axiomatizar esta tultima
férmula para aquellas funciones que no son diferenciables. Tenemos, entonces, la siguiente
nocién débil de diferenciabilidad.

Definicién 2.13. Sea u € L} (). Una funcién v € L, () se denomina derivada débil
de u en la direccién x; si

0y
dr = — d 2.13
/ngv ) /Qual’z‘ ! (2.13)
para toda ¢ € C3(Q).

Una funcién u se dice débilmente diferenciable si posee derivada débil en la direccién
x; para cada i € {1,...,n}.

Es claro a partir de la introduccién que una funcién u € C*(f2) es débilmente dife-
renciable, y las derivadas débiles son simplemente las derivadas ordinarias. La ecuacion
(2.13]) es, como observamos arriba, la férmula de integracién por partes. Asi, la idea que
esta detras de la definiciéon de derivadas débiles es, como ya mencionamos, axiomatizar
esta férmula.

En general, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.14. Sea u : 2 — R una funcién integrable, y sea o := (v, ..., o) € No™ un
multi-indice. Notamos la derivada de orden a de una funcién ¢ € Cl*(Q) como

o\ a\™"
Da = - e\ 5 )
v (8.1?1) (8%) v
siendo |a| = a1 + ... + ap.

Una funcién integrable v : 2 — R se denomina derivada débil de orden o de u, si
/ pvdz = (—1)l / uDgyp dx (2.14)
Q Q

para toda ¢ € C(gal(Q). Escribimos v = Dyu.
Para k € N, 1 < p < oo, definimos el espacio de Sobolev

WhP(Q) := {u € LP(Q) : Dyu € LP(Q) para todo o : |a| < k}.
En el espacio de Sobolev WP se define la siguiente norma, para 1 < p < oo

P

D / Dol |
Q

o<k

Y
[ullrco = sup || Dol poo(gy -
|o|<k
Los espacios H*? y H(]f " se definen como las clausuras de C*°(Q2) y C5°(12) respectiva-
mente, con respecto a la norma |||y .-

12



En este trabajo nos concentraremos en el caso k = 1 y para todo 1 < p < oco. Por
simplicidad, para una funcién u € W1P(£), notaremos a las derivadas débiles de u como
Oju para cada i = 1,...,n. Y denotaremos al vector (0yu, ..., Oyu) como Vu.

Teorema 2.12. El espacio de Sobolev W*P(Q) es completo con respecto a la norma
|- lww.r(q), es decir, es un espacio de Banach. Ademas, WhP(Q) = H*P(Q), lo que significa
que las funciones C'*°(€2) son densas en las de Sobolev.

Proposicién 2.4 (Desigualdad de Poincaré). Sea u € HO1 (), entonces

m(§2)
< (=7
HUHLP(Q) = ( o

n

1
) IVull .

donde m(Q) es la medida de Q y w, es le medida de la bola unitaria en R™. En particular,
para cada u € Hé P(Q), su norma WP est4 controlada por la norma LP de su gradiente:

m(€2)

n

1
T (1+ ) IVl

2.5.1. Trazas para funciones Sobolev

Para una funcién Sobolev u en W1P(Q) el operador de trazas que definiremos en el
siguiente teorema brinda una forma de asignar valores a w en la frontera de €.

Teorema 2.13. Sea 1 < p < 0o. Supongamos que {2 es acotado con frontera 02 de clase
C'. Entonces, existe un operador lineal y acotado:

T:WhP(Q) — LP(09),
tal que:
1. Siue WhHP(Q)NC(Q) , entonces T(u) = ulsq.
2. Existe una constante C' > 0, que depende de p y 2, tal que:

1T ()| o o02) < Cllullwrr()
para toda u € WP (Q).

En el contexto del teorema anterior, T'(u) se denomina la traza de u en la frontera 5.

El siguiente teorema muestra una relacién entre el operador de traza y el espacio de
Sobolev Wy ().

Teorema 2.14. Sea 1 < p < co. Supongamos que {2 es acotado con frontera 02 de clase
Cl. Sea u € WHP(Q). Entonces:

ue WP () siysolosi T(u)=0en .

En vista del teorema anterior, las funciones en VVO1 P(Q) son exactamente aquellas
funciones Sobolev que se anulan en la frontera de €2 en el sentido de trazas. Ademds,
al igual que HP(Q) = W1P(Q), se cumple que, para aquellas funciones Sobolev que se
anulan en 99 en el sentido de trazas, Hy" () = WyP(Q), es decir, las funciones C§°(2)
son densas en las funciones Wol P(2). Para més informacién sobre trazas y para consultar
las demostraciones de los teoremas anteriores, se invita al lector a la referencia [5].
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2.6. Soluciones débiles, viscosas y viscosas Feeble

Las tres nociones de solucién de que manejaremos son: solucion débil, solucién
viscosa y solucién viscosa Feeble. La nocién de solucién viscosa es la que emplean Medina
y Ochoa en [16] y la nocién Feeble es la que utilizan Juutinen y Lindqvist en [10] para
el caso del p-Laplaciano homogéneo. Debajo damos ambas definiciones y, en el caso de la
solucién Feeble, la adaptamos para el p-Laplaciano no-homogéneo.

2.6.1. Soluciones débiles
Motivacién

Supongamos primero que tenemos una funcién u € C?(£2) solucién clésica de la ecuacion
(2.1)), es decir, u satisface puntualmente la ecuacién (2.1]) en Q. Entonces si multiplicamos
la ecuacién por una funcién ¢ € C3°(2) e integramos sobre {2 obtenemos

/ —Aputp dx = / f(z,u, Vu)y de.
Q Q

Por otro lado, integrando por partes el lado izquierdo de la igualdad de arriba obtenemos
que

/—A,,w d:p:/ —div(|VulP?Vu)y dx
Q Q
:/ |Vu|P~2Vu - Vi dx
Q

Asi
/ |Vu|P~2Vu - Vi do = / f(z,u, V) dr. (2.15)
Q Q

Reciprocamente, si u € C2(€2) verifica (2.15)) para toda funcién ¢ € C§°(€2), entonces u es
solucién clasica de (2.1). Esto motiva a la siguiente definicién.

Definicién 2.15 (Solucién débil de Sobolev). Una funcién u € VVﬁ)f (Q) es una superso-

lucion débil de ([2.1)) si
/\Vuw2vu-w2/f(a:,u,vu)-zp (2.16)
Q Q

para toda funcién no negativa ¢ € C§°(£2). Por otro lado, u es una subsolucién débil si —u
es una supersolucién débil de la ecuacion

- Apu = —f(x,—u, —Vu) (2.17)

Decimos que u es una solucién débil si es tanto una subsolucién como una supersolucion

débil de ([2.1)). Notemos que u es subsolucién débil de (2.1)) si y sélo si satisface
[ v ve < [ je v
Q Q
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para cada ¢ € C°(2), ¥ > 0. En efecto, si ¢ € C§°(€2) es una funcién test no-negativa
y u es una subsolucién débil de (2.1]), entonces sabemos, por definicién, que —u es una
supersolucién débil de (2.17)). Por lo tanto,

/ V() P2V () - T > / — @ —(—u), ~V(~u))ep.
Q Q

Asi
- / V()P V- Vi > / — F(, u, Vu)o.
Q (9]

Luego, vemos que u es solucién débil de ([2.1)) si y sélo si, para cada ¢ € C§°(€2) no-negativa
satisface

/]Vu|p_2Vu-V¢:/f(m,u,Vu)¢.
Q Q

2.6.2. Soluciones viscosas

Tomemos una funcién u € C?(£2). Entonces, si calculamos formalmente el p-Laplaciano
de u obtenemos

Apu = div(|Vu[P~2Vu)

= Z (| VulP~20u)

i—1
= Z i(IVulP~2)d5u + [VulP~ Qﬁuu)

p—2

n 2

= Z 0; Z(c’?]u)2 oju + |Vu\p_28iiu
=1

=1

= Z (p—2)|VulP~* Z Ojudiju| Ou | + Z |VulP~20;u
i=1

j=1 i=1

= (p—2)[VulP™) > " 9udiudu + |VulP~*tr(Vu)

i=1 j=1
= (p — 2)|VulP "4 (V*uVu) - Vu + |Vul[P2tr(V?u)

= |VuP~2 <(|pV ’2) (VZuVu) - Vu + tr(VQu)>

Asi, podemos escribir la ecuacién (2.1)) como una ecuacién homogénea dada por un ope-
rador F(z,s,n,X), es decir

~Apu = f(z,u,Vu) & F(z,u, Vu, V*u) =0

donde el operador F' se define como

F(z,8,m,X) = |nP~? <(p|m22> Xn-n+ tr(X)> — flz,s,m).
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Vemos que para p > 2, el operador F' es no-creciente respecto de la tltima variable X,
es decir, si X < ), es decir, si Y — X es definida no-negativa, entonces

F('r? 87 77, X) Z F(x? 87 777 y)'

Esto es asi ya que, por un lado p — 2 > 0 y, por otro, la traza de una matriz preserva el
orden pues, si X < ) en particular () — X)e; - ¢; > 0 para cada 1 < i < n donde e; es el
i-ésimo vector de la base canénica de R™. Pero (Y — X)e; - ¢; = (¥ — &)y, por lo tanto
tr(Y — &) =320 (Y = )i > 0.

Ahora tomemos una funcién u € C2(£2) solucién clésica de la ecuacién
F(x,u, Vu, V?u) > 0, (2.18)

es decir, u satisfacec puntualmente la ecuacion (2.18|).
Sea 29 € Qy ¢ € C3() que toca a la funcién u por debajo en el punto xg, es decir,

ming(u — ) = (u— @) (o) = 0.

A
/ u

I
I
I
I
I
——
I
I
I

X0

Entonces, por el calculo diferencial, vemos que
Vu(zo) = Vip(zo) y
V2u(zg) > V2p(z0).

Entonces, como F' es no-creciente respecto de la tltima variable, se cumple

F(zo,u(zg), Vip(xo), V2<,0($0)) > F(xo,u(xg), Vu(zg), V2u(930)) > 0.

Podemos observar que los extremos de esta ultima desigualdad no dependen de las
derivadas de la funcién u. Por lo tanto definimos, en forma generalizada, que una funcién
u es una supersolucién en cierto sentido de la ecuacién F(z,u, Vu, V2u) = 0 o bien —Ayu =
f(z,u, Vu) si se cumple

F(x0,u(x0), Vip(x0), V2@(20)) > 0

para cada ¢ € C?(Q2) con ming(u — ¢) = (u — ¢)(x9) = 0. Ademds, para este trabajo
en especial pediremos una condicién més sobre las funciones test que sera muy util para
cumplir el objetivo principal.
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Definicién 2.16 (Solucién viscosa Feeble). Decimos que u € C(2) es una supersolucion
viscosa Feeble de (2.1)) si, siempre que zg € Q y ¢ € C%(Q) cumplan

1. u(zo) = ¢(o),

2. u(z) > ¢(x), cuando = # xo y

3. V(zg) # 0,
tenemos
—App(z0) > f(20, u(0), Vip(w0))-

Por otro lado, una funcién u es una subsolucién viscosa Feeble si —u es una supersolucién
viscosa Feeble de la ecuacién —Apu = — f(x, —u, —Vu), y u es una solucién viscosa Feeble
si es tanto una subsolucién y una supersolucién viscosa Feeble.

Observemos que una funcién u es una subsolucién viscosa Feeble de ([2.1)) si y sélo si,
para cada zg € Q 'y ¢ € C3(Q) tal que

L. u(xo) = p(z0),

1II. u(z) < p(z) para cada © # xo y

1. V(xo) # 0,
tenemos
—App(ro) < f(wo, u(z0), Vo(20))-

En efecto, si 79 € Qy ¢ € C?(Q) satisface las condiciones I, I y III, entonces —¢ satisface
las condiciones 1, 2 y 3 de supersolucién viscosa Feeble para la funcién —u en el punto zg,
ya que —u(zg) = —p(xg), —u(z) > —p(x) six # xoy V(—¢)(x0) # 0. Por lo tanto, como
—u es supersolucion viscosa Feeble de —Apu = —f(x, —u, —Vu), se cumple

—Ap(=p)(z0) > —f(w0, —(=u)(20), =V (=¢)(20)),

es decir

App(x0) = —f (20, u(z0), Vio(20)).
Luego,

—App(xo) < f(@o, u(zo), Vio(x0)).

Observacion 2.1. Notemos que la funcion test ¢ toca a la funcién u por debajo en el
punto xg, es decir, ming(u—¢) = (u—¢)(z¢) = 0. Ademads, observemos que si Vo(zg) = 0,
entonces no hay ningin tipo de requisito. Aprovecharemos al maximo este hecho para
probar la equivalencia entre las definiciones.

Definicién 2.17 (Solucién viscosa). Una funcién semicontinua inferior u : Q — (—o0, +00]
es una supersolucion viscosa de (2.1)) si u # +oo y para cada zg € Q y ¢ € C?(Q2) tal que

L. u(zo) = ¢(x0),

2. u(x) > é(x) y
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3. Vo¢(x) # 0 para cada x # zp en un entorno de x,

se cumple
lim sup  (—Apd()) > (w0, u(w0), Vo(20)). (2.19)
r—0 z€Br(z0)\{zo0}

Una funcién v es una subsolucién viscosa si —u es una supersolucién viscosa de la
ecuacién —Apu = —f(x, —u, —Vu), y es una solucién viscosa si es tanto una subsolucién
y una supersolucion viscosa.

Observacion 2.2. Notemos que la condicién ([2.19) se establece de esta manera para
evitar los problemas que se obtienen cuando V¢(xg) = 0 en el caso en que 1 < p < 2. Si
p > 2, esta condicién puede ser reemplazada simplemente por

—Apd(zo) = f(zo, u(z0), Vu(o)).
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Capitulo 3

Equivalencia entre soluciones
débiles y viscosas Feeble

En este capitulo, veremos los principales resultados que plantean la equivalencia entre
soluciones débiles y viscosas Feeble. Probaremos el Teorema [3.1], enunciado a continuacion,
basdndonos en la equivalencia probada en [16] y realizando las adaptaciones necesarias
para la Definicién Los resultados de esta secciéon son auxiliares y seran utilizados
para probar la propiedad de tipo Radé enunciada en el préximo capitulo.

Teorema 3.1. Sea 1 < p < co. Asumamos que f = f(z,s,n) es uniformemente continua
en 2 x R x R", Lipschitz respecto de 7, no-creciente en s, y satisface la siguiente condicién
de crecimiento

[f . s,m)| < A(IsD P~ + (), (3.1)

o0

donde v > 0 es continua, y ¢ € LS (£2). Ademads, supongamos que f(x,s,0) = 0 para cada
x € Ny s e R. Entonces, si u € Lf° (£2) es una supersolucion viscosa Feeble de (2.1)), u es

loc

una supersolucién débil de (2.1)).

Teorema 3.2. Supongamos que f = f(z,s,n) es continua en  x R x R", no-creciente en
s, y Lipschitz continua respecto de 7. Entonces se cumple lo siguiente:

() Sil<p<2ysiuce€ W’;COO(Q) es una supersolucién débil de (2.1)), entonces es una
supersolucién viscosa Feeble de (2.1)) en Q.

() Sip > 2, f(z,5,0) =0parax € QyscR, ysiuc C(Q) es una supersolucién
débil de (2.1, entonces es una supersolucién viscosa Feeble de (2.1)) en Q.

(111) Finalmente, sip > 2 y si u € VVllocoo (Q) es una supersolucién débil de (2.1), con
Vu # 0 en €, entonces es una supersolucién viscosa Feeble de (22.1)).

Notemos que la hipétesis f(z,s,0) = 0 para cada = € Q y s € R es, en cierto modo,
intuitiva ya que, si u es constante, entonces —A,u = 0, por lo tanto, debe ser f(z,u, Vu) =
0 para que la ecuacién tenga sentido. Ademads esta hipdtesis permite evitar, en algunos
casos, los puntos criticos y, en el caso del Teorema es necesaria para poder aplicar
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principios de comparacién sin necesidad de pedir que Vu # 0. Por otro lado, las hipétesis de
regularidad sobre las funciones f y u son necesarias también para poder aplicar principios
de comparacién en el caso de la demostracion del Teorema Ademsds, que f sea no-
creciente respecto de s es una hipdtesis estandar en la teoria de soluciones viscosas y
permite recuperar la nocién de solucién clasica cuando la funcién u € C?(9).

3.1. Prueba del Teorema [3.1]

Para demostrar el Teorema [3.1] proporcionamos algunos lemas que seran ttiles.

Lema 3.1. Supongamos que u : £ — R es acotada y semicontinua inferior en 2. Sea
f = f(x,s,m) continua en Q x R x R™ y no-creciente en s. Si u es una supersolucién
viscosa Feeble de en () para 1 < p < oo, entonces, la inf-convoluciéon u. es una
supersolucién viscosa Feeble de

*Apua = fs(ﬂja Ue, VUE)
en Q. := {x € Q: dist(z,0Q) > r(e)}, donde

x,s,m):= inf ,8,1M).
fe(z,5,m) yEBMEﬂx)f(y n)

Prueba. Consideremos primero la inf-convolucion
us(r) =  inf <u(y) + |y_$|q> , x€f,.
yGBr(s)(m) ng_l

Entonces, vemos que, haciendo z = y — x, podemos escribir u. de la siguiente manera

, 2|7
us(z) = zEBlil(i(O) <u(z +z)+ e 1) x € Q..

ya que, si z € B,()(0), entonces y = z + z € B,(,)(x). Reciprocamente, si y € B, () (7)
entonces z =y — x € B,)(0).
Vamos a probar que para cada z € B,.)(0), la siguiente funcién

|2

qed™

¢u(x) :=u(z+2) + il

es una supersolucién viscosa Feeble de —A,¢, = f. en ).. Veamos entonces que ¢, satisface
la Definicién Sea zg € Q- y ¢ € C?(£2) tal que

L ¢.(x0) = p(x0);
2. ¢.(x) > ¢(x) para todo = # zg y
3. V(,O(:L‘()) 75 0.
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Llamemos

Yy:=z+x
Yo = 2z + Xg
y definamos
—oN |27
P(y) ==y —2) = e

Entonces, como ¢, — ¢ alcanza un minimo en g y ¢.(xo) = ¢(x0), vemos que, por un
lado, si y # yo

(u—o)(y) =uly) —ply —2) + ]

) = ol ) ~ oL
— p(ao) - L
— . (x0) — q!ji
(4o + L - L
= u(yo)-

Ademsds, vemos que V@(yg) = V(zg) # 0 (observemos que en V@(yo) las derivadas
se calculan respecto de la variable y, mientras que en V(xg) se calculan respecto de la
variable x). Luego, como u es supersolucién viscosa Feeble de (2.1)), se tiene que

—Ap(@(yo)) = f(yo, (o), VA(yo))-

Por lo tanto,

—Ap(p(20)) = —Ap(¢(%0))
> f(yo, ¢(vo),

Vo(y
= f(z+z0,P(z + xo), Vo(z0))

> f (2 + z0, ¢(w0), Vipo(x0))
> fs(xo, 90($0)’ Vgp(mo)).
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Aqui hemos usado la hipétesis de que f es no-creciente en la segunda variable y también
la definicién de f. (notemos que, como z € B,()(0), z + zo € B, ()(z0))-

Ahora si, veamos que u. es supersolucion viscosa Feeble de —Apu. = f-(x,us, Vu,) en
Q.. Sea z¢ € Q. y ¢ € C%(Q.) tal que

L ue(z0) = ¥ (x0);
2. us(z) > () para todo x # xg y

3. v¢($0) 75 0.

Entonces, por definicién de infimo, para cada n, existe z, € B,()(0) tal que

|2 |? 1

u(zy + o) + P < ue(wo) + o (3.3)

Como ¢, — v es continua y B, (z0) C Q¢ es compacto, ¢., — ¢ alcanza un minimo
en ET(E) (x0). Llamemos z,, al punto donde ¢,, — alcanza este minimo. Entonces tenemos
una sucesion de puntos x,, en Er(g)(l’o), tal que

|20 |2n|?
u(zn + T5) + q82_1 —(wy) <u(zn +2) + QEZ_l —¢(x)

para todo = € B,.(¢) (o). Ahora bien, como (7 )nen s una sucesién en un compacto, salvo
una subsucesién x,, — yo cuando n — co. Més atn, por (3.3), vemos que

q
ua(xn) - 1/1(%) < u(zn + wn) + ;EZ‘_l - 1/1(%)
< u(zp + o) + (ZZ‘ql — P(xp) (3.4)

< ug(xo) + % — (o).

Luego, si tomamos limite inferior para n — co y usamos el hecho de que u. es semicontinua
inferior, obtenemos

ue(y0) — ¥ (yo) < ue(wo) — ¥ (20).

Ahora, nosotros sabemos que, por un lado, u.(zg) = ¥ (xg) y, por otro que u(x) > ¥(x)
para todo = # xg, lo que significa que u. — ¥ alcanza un minimo estricto en xg. Luego,
debe ser debe ser yg = x¢. Ahora definamos la siguiente funcién

p() = (@) + (P2, — ¥)(xn),
vemos que ¢ cumple
L @(@n) = ¢(@n) + (92, — V) (2n) = ¢z, (¥n),
1L six € By)(w0), (62, — 0)(2) = (02, — V) (@) = (¢2, — ¥)(xn) > 0 ya que (¢2, — )

alcanza un minimo en x,,.
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1. Vo(z,) = Vi(z,) # 0 para n suficientemente grande pues Vi (zg) # 0, ¥ € C2(Q)
Y Tp — Tp.

Por lo tanto, ¢ resulta ser una funcién test para ¢, en el punto z, y, como ¢, es
supersolucién viscosa Feeble de —A,¢,, = f. en Q., reemplazando en (3.2) y llamando
Yn = 2Zn + T, obtenemos

+ (@2, — V) (xn), Vio(zn))
Zn + T, Gz, (.Tn), VSO(%))
=2

f
f
=f
f Zn + T, u(zn + xn) + Vw(fﬁn))

Ahora bien, en (3.4]) obtuvimos la siguiente desigualdad

)+ 2B ) < elao) 4 —(a0)
u(zn + Tn) gei—1 Y(xn) < us(zo n Zo)-

Entonces, como f es no-creciente respecto de la segunda variable, se tiene que

B (n)) 2 (20 + ns o) + - — (z0) + (), V(o))

Luego, si hacemos n — oo, obtenemos

—Ap(¥(20)) > f(2' + x0, ue(w0), Vi (20)),
para algiin 2’ € B, (-)(0). Por lo tanto, por la definicién de f; y ya que u.(x0) = ¢ (o),

—Ap(¥(20)) > fe(x0, % (70), Vi (20)),

Y asi obtenemos que u. es una supersolucion viscosa Feeble de

—Apue = fo(x,us, Vue) en Q..
|

El siguiente lema establece que los términos f., en el caso de las inf-convoluciones,
convergen débilmente (ver Lema 2.2 de [16]). Exponemos la demostracién para mayor
completitud.
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Lema 3.2. Sea f = f(x, s,n) una funcién uniformemente continua en Q x R x R™, Lipschitz
respecto de la variable 1 y que satisface la condicién de crecimiento . Seau € VVllof(Q)
localmente acotada y semicontinua inferior en 2. Para cada ¢ > 0, se define u. como en
y fe como en el Lema Entonces, si Vu, converge a Vu en Ll ,c(£2), entonces se
cumple

e—0

hrn fe($ Ue, Vg )pdr = / flz,u, Vu)ipdz

para toda funcién no—negatlva P € CP ().

Prueba. Sea ¢ € C3°(€2). Llamemos K := spt(¢)). Tomemos ¢ > 0 de manera tal que
K C K' CQ, donde definimos K’ como K’ := Uyek By(e) (). Como f es uniformemente
continua en K’/ x R x R™ para cada p > 0, existe 6 > 0 tal que

|f (2, ue(@), Vue(x)) = f(yue(@), Vue(@))| < p silo—y| <o, z,ye K. (3.5)

Como r(e) — 0 cuando ¢ — 0, existe un g9 > 0 tal que, si € < €p, entonces r(g) < J.

Entonces, por (3.5))

f(z,ue(x), Vue(r)) < p+ f(y,ue(x), Vue (1)),

para cada € K y cada y € B,)(z), puessiz € K ey € By)(z), |[v —y| <r(e) <4
para € < gg. Entonces,

f(x,ue(x), Vue () < p+ fo(,us(z), Vue(x)).
Luego,

0 < f(z,us(x), Vue(x)) — fe(z,ue(x), Vus(x)) < p (3.6)

ya que f(z,us(z), Vues(x)) > fe(z,ue(z), Vus(x)). Asi, aplicando (3.6 y usando el hecho
de que 9 € C3°(€2), obtenemos

/Q |f(z,ue, Vue) — fe(z,ue, Vue)[th do < prHL“’(K)m(K) (3.7)

donde m(K) denota la medida del compacto K. Ahora bien, usando la hipétesis de que f
es continua, que u. converge puntualmente a u y que Vu. converge a Vu en [ OC(Q), se
tiene que

f(@,ue (@), Vue (z)) = [f(2,u(z), Vu(z))

en casi todo punto en 2. Ahora, como u. es una sucesion creciente, obtenemos que, para
cada ¢ < gg,
uEO S Uz—: S U.

Luego, como u,, y u estan localmente acotadas en {2, entonces estan acotadas en el com-
pacto K. Por lo tanto, existe una constante C7 > 0 tal que, para todo € < g,

l|uell oo (i) < Ch-
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Asi, por la condicién de crecimiento de f, la continuidad de v y el hecho de que las
funciones u. estan uniformemente acotadas, existe una constante Cy > 0 tal que

|f (2, ue (@), Vu(@))] < y(lu)IVulP ™ + o) < Co ValP ™ + (). (3.8)

Luego, por el Teorema de Convergencia Dominada se obtiene

lim f(:v Ue, V) do = / f(x,u, Vu)p de. (3.9)

e—0

Por otro lado, como f es Lipschitz respecto de la variable 7,

/ |f(x,ue, Vue) — f(x,us, Vu)|tp do < Mmle(ixw/ |Vue. — Vu|dx (3.10)
Q K

donde M es la constante Lipschitz de f. Ahora bien, por hipétesis Vu. — Vu en L] (),
por lo tanto la ltima integral en (3.10)) tiende a 0 cuando ¢ — 0. Luego,

/ |f(z,ue, Vue) — f(x,u, Vu)|tp do S/ |f(z,ue, Vue) — f(z,ue, V)|t do
Q Q

+/’f(fﬁ,ue,Vu)—f(gg,u’vu)wdx (3.11)
Q

=11 + I.

y, por ) v -, ambas integrales 11 e I, tienden a 0 cuando ¢ — 0. Finalmente,
aphcando las desigualdades (3.7)) y (3.11)),

'/ fg(x,ug,Vue)l/Jdm—/ flx,u, Vu)yp dz
K K

S/ |fe(x,ue, Vue) — f(x,u, Vu)|t dz

K

S/ ‘fe(xausavus)_f(xausyvut‘)‘wdx
K

+/ |f(x,ue, Vue) — f(z,u, Vu) |t dx
K

< Ul poo ey 1K+ 1o + Lo

(3.12)
Asi, haciendo ¢ — 0 en (3.12)) vemos que
lim / fs(l'ausa Vus)lb dr — / f(x,u, VU)Q/) dr| <p "¢’|L°°(K) |K|
e—0 K K
para cada p > 0. Por lo tanto
lfm/ fe(z,ue, Vue)tp do = / f(z,u, Vu)y de.
e—0 K K
como desedbamos. |
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3.1.1. Estimacién de Caccioppoli

En el siguiente lema damos una estimacién para la norma Lf . del gradiente de su-
persoluciones débiles. Al igual que el Lema la demostracion de esta desigualdad se
encuentra en [16] y la exponemos para conveniencia del lector.

Lema 3.3. (Estimacién de Caccioppoli) Sea u € WP() una supersolucién débil de
localmente acotada. Supongamos que f es continua en €2 x R x R™ y que satisface
la cota de crecimiento . Entonces existe una constante C' = C(p, 2, ¢,~) > 0 tal que,
para toda funcién test £ € C5°(€2), 0 < ¢ <1, se cumple

/ |VulPePdx < C {(oscKu)p/ﬂVﬂp—}- 1)dz 4 osckul| ,
Q Q
donde osciu :=supi u — infruy K := spt(§).

Prueba. Sea § € C3°(€2) y llamemos K al soporte de §. Definimos la siguiente funcién

v(a) = (sup 0= u(w)) ).

para cada x € ). Entonces, como por hipétesis u es supersolucién débil de , se cumple
/ \Vu|P~2Vu - Vi do > / f(z,u, V) dx (3.13)
Q Q
Luego, si desarrollamos V1 en ([3.13)) obtenemos
/f(a;,u, Vu)y dx g/ \Vu|P~2Vu - Vi d
Q Q
= / \VulP~2Vu - [V(supu — u)€P + (supu — u)peP ' VE] da
Q K K
= —/ \VulP~2Vu - PV + |[VulP 2V - (sup u — u)peP Ve da
Q K
= —/ VP2V - [équ — pePive (supu - u)] dz.
Q K

Asi, vemos que

/ |VulPePdr < p/ P VulP2Vu - VE <supu - u) dx — / f(z,u, Vu)pdr. (3.14)
Q Q K Q

Ahora bien, se tiene que

/\|Vu\p_2Vu|d:n:/ |VulP~dz,
Q Q

Lo que significa que |Vu[P~2Vu € LP/P=D(Q).
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Consideremos ahora la siguiente desigualdad de Young
ab < §a® + 6~/ @ Vpe

L4+ L — 1. Entonces, poniendo

con q y ¢ exponentes conjugados, es decir, ;3

a =&V,
b=p|V¢|(supu —u) y
K
__Dp r_
g=——=vyqd=p

p—1
vemos, por la desigualdad de Young, que

p [ @ v ve <supu - u> do <8 [ [Vuper +577 [ IVEP (oscru)
Q K Q Q

Por otro lado, por la condicién de crecimiento de f, se cumple, para cada z € spt(§)

fl@,u(x), Vu()) = —y(|u(@))|Vu(@) P~ - ¢(z)
2 —

3.15
el V() P! (3.15)

— Bl o (k)

siendo Yoo 1= sup,c g |v(u(x))|. Por lo tanto,

_/ f(z,u, Vu)y de < %O/ |Vu[P~t (supu — u) §Pdx + ||| oo (1) / <supu — u) EPdx
Q Q K o\ K
< 'yoo/ |Vu[P~t <supu — u) EPdx + || Bl oo (1) / oscgulPdx
Q K Q
< ’yoo/ |VuP~! (supu - u) &Pdx + Crosciu,
Q K

donde C; = C1(€2, ¢) es una constante positiva y hemos usado el hecho de que (supg u — u) <
oscgu y que & < 1. Ahora bien, como £ < 1, se tiene que

'yoo/ |Vu[P~t <supu — u) Pdx < 700/ |VuP~t (supu — u> e tdx
Q K Q K
< %O/Q \VulP~toscgue? da.
Luego, aplicando nuevamente la desigualdad de Young con
a = [Tul g,
b = vs008CKU ¥

_ b r_
q= 4 =D,
p—1
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obtenemos
'yoo/ |Vu|PLoscutP L de < 5/ |Vu|PEPdx + 51 7PCy(oscrcu)P.
Q Q

con Cy = Ca(p, 2, 7). Finalmente,

/ |Vu|PEPdx Sp/ P VP2V - VE <supu—u> dac—/ f(z,u, Vu)p de
Q Q K Q
§5/ ]Vu\pfp—i—(Sl_p/pp]Vﬂp(oscKu)pda:
Q Q
+’yoo/ |Vu[P~t (Supu—u> &Pdx + Croscku
Q K

S(S/ ]Vu\pép—i—(sl_p/pp]V§|p(oscKu)pdx+5/ |VulPePdx
Q Q Q

+ 617PCy(oscgu)P + Croscxu

= 26/ |Vu|PePda + 6'7PC(p, Q, v, ¢) [(oscKu)p/ (IVEIP + 1) dz + oscxu
Q Q

Luego, si tomamos § < 1/2, obtenemos lo deseado.
|

Ahora si estamos en condiciones de probar el Teorema [3.1

Observacién 3.1. La demostracién del Teorema para el caso degenerado (p > 2) es
idéntica a la de Medina y Ochoa en [16] ya que ambas definiciones de solucién viscosa
coinciden en este rango. Esto es asi porque, por un lado, toda solucién viscosa es una
solucién Feeble (ver Proposicién para cualquier valor de p y, por otro lado, para
p > 2 se cumple que toda solucién viscosa Feeble es una solucién ordinaria (es decir, sin
ningun requisito en el gradiente de las funciones test) siempre que f(z,s,0) = 0 para cada
xz € Ny s € R. Este ultimo resultado se encuentra en el Teorema 4.2 de [11]. Ahora bien,
como toda solucién viscosa ordinaria resulta ser una solucién viscosa en el sentido de la
Definicion [2.17] obtenemos la equivalencia entre soluciones viscosas y viscosas Feeble en
el rango p > 2.

Para el caso singular (1 < p < 2), si hemos hecho modificaciones en la demostracién
de [16], simplificindola a través de la incorporacién de otra hipétesis sobre la funcién f
y la definicién de solucion viscosa empleada. Para conveniencia del lector, exponemos la
demostracién del Teorema para todos los valores de p.

Prueba del Teorema[3.1]
1. Caso degenerado (p > 2)

Consideremos la inf-convolucién u. con ¢ = 2, es decir,

wl)= of <u<y>+W>.

yEB,(e)(z) 2eq-1
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Entonces, como u, es semicéncava, por la Proposicién la funcién

¢@) := ue(w) = Claf’

podemos tomar C' = ) es céncava en ,..y. Asi, por el Teorema [2.11| (Teorema de
2¢e (e)

Aleksandrov), ¢ es dos veces diferenciable en casi todo punto en €2, y asf u. también. Por
otro lado, por el Lema u. resulta ser una supersolucién viscosa Feeble de —Aju. = f;
en {).. Veamos entonces que

— Apue(x) > fe(z,us(z), Vue(z)) (3.16)

para casi todo punto de €2,(.). Sabemos que u. es dos veces diferenciable en casi todo punto
en (), esto significa que u. es dos veces diferenciable en €. \ A donde A es un conjunto
de medida nula. Sea xy € €. \ A. Entonces

ue(z) = ue(zo) + Vue(zo) - (x — o) + %(Vzus(xg)(x —x0)) - (z — x0) + o(|z — x0|?).

Sea
o(x) = us(xo) + Vue(zg) - (x — x0) + %(V%g(xo)(x —20)) - (x — x9),

y definamos

P(x) = () = Clo — xol*.

donde C es una constante positiva tal que

lo(Ja — x]?)]
|z — o2

<C

para todo z suficientemente cercano a xg, distinto de xy. Asi
o(|z — z0|?) > —C|z — zo|?

para todo x # xg cercano a xy. Entonces vemos que ¢ satisface

L. @(xo) = p(x0) = ue(xo),

2. ¢(z) < us(x) para cada x # o cercano a xo.

Entonces, vemos que ¢ es una funcién test para u. en el punto zg y en el caso de la nocién
de supersolucién viscosa ordinaria. Ahora bien, como por hipétesis f(z,s,0) = 0 para
cada z € Q y s € R, las nociones de solucién viscosa y solucién viscosa Feeble, resultan
ser equivalentes. Por lo tanto, como u. es supersolucién viscosa Feeble de —Apu, = fe, es
entonces supersolucién viscosa ordinaria de esta misma ecuacion y, asi

—App(w0) > fe(wo, ue(wo), Vo (zo))-

Pero Vp(zg) = Vue(zo) y —App(z0) = —Apus(zo). Por lo tanto,

_APUE (l’o) > fe(«%'O: Ue(wo), Vug(xo)).
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Y, como el punto zy que tomamos en 2. \ A fue arbitrario, obtenemos la validez de la
desigualdad (3.16)) en casi todo punto de ..
Ahora, en el Teorema 3.1 de [9], Julin y Juutinen prueban que

/|Vu5|p2Vu5-V¢ > /(—Apua)qp (3.17)
Q Q

para toda funcién test no-negativa . Para mayor completitud, exponemos la prueba.

Sea 1 € C§°(£2) una funcién no-negativa. Como el soporte de v es compacto, spty) C
Q,(c) para € pequeno. Sea ¢; una sucesion de funciones céncavas suaves que converge a
¢, obtenida via regularizacion estdndar, y sea u.; = ¢; + %]mﬁ Integrando por partes
obtenemos

/ Ve j[P2Vue j - Vip do = /(—Apuw-)w dx. (3.18)
Q Q
Como u, es localmente Lipschitz continua, tenemos
lim / Ve j[P2Vue j - Vip do = / V. [P~2Vu, - Vi d. (3.19)
J—X JO 0

Por otro lado, vemos que V2u67j = V2¢j + %I < %I ya que las funciones ¢; son céncavas.
Ademads, Vuc ; es localmente acotado en j, por lo tanto |Vue ;| estd acotado en spt(¢) por
una constante, llamémosla C.. Entonces, en el soporte de ¥ se cumple

—Apuej = = Ve, [P~ tr (Vzue,j) — [Vue j P~ (p — 2)(V?ue jVue j) - Vue
1 1
> —cru (1) = Fugl o= 2) (190, ) - Vg
> _ler - Lor(p - 2)
€ £

_Cffz(n+p—2)
€

Luego, aplicando el lema de Fatou,

liminf [ (=Apue ;) dr > / lim inf(—Apue ;) da. (3.20)
J—00 0 9] J—00
Por otro lado, se prueba en [], que V2¢;(z) — V2¢(z) para casi todo punto x, y asf

liminf(—Apu. j(z)) = —Apuc(x) (3.21)

J—00

para casi todo punto x. Luego, juntando (3.18)), (3.19)), (3.20) y (3.21) obtenemos lo que
deseamos
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/ \Vue[P~2Vue - Vip dz = lim / Ve j[P*Vue j - Vip d
Q I Jq

= lim [ (—Apuc ) de
J—00 [¢)

(3.22)
Z/Ifminf(—ApuE,j)@Z}dx
0 J]—00
:/(—Apua)i/}d:v.
Q
Asi hemos probado (3.17)). Luego, por (3.16)) y (3.17) tenemos

/fs(:v,ug,VuE)d}dx < / |Vu5|p_2Vu5-V1/)d:c,
Q Q

para toda funcién test no-negativa v y para todo € > 0. Esto significa que u. es superso-
lucién débil de —A,u. = f. en €. Veremos entonces que, cuando € — 0, se cumple

/f(:v,u,Vu)wd:L‘S/ \VulP~2Vu - V) de.
Q Q

Para probar esta afirmacion, primero observemos que, empleando la estimacion de Cac-
cioppoli podemos probar que

|V |P2Vu,
converge débilmente en L} O/ C(p _1)((2). En efecto, sea K C € compacto y sea U C Q un
conjunto abierto que contenga a K. Tomemos una funcién test no-negativa 0 < ¢ <1 de
forma tal que

KCK =spt&CU,
y € =1 en K. Entonces

/ | Ve P2V [P/ P~V dx: :/ |Vue |Pdz
K K
= / |Vue|PEPdx (3.23)
K
< / |Vue|[PEPdx.
Q
donde hemos usado que & = 1 en K. Por otro lado, vemos que f. satisface la condicién

de crecimiento ya que, si x € K' y tomamos y € B,(¢)(), entonces, por la condicién de
crecimiento de f tenemos que

F(ys ue(z), Viue(2)) 2 —0| Vate (@) P71 = [|6]] oo (107)

donde 7o = supg Y(|ue|). Entonces, como la idltima desigualdad vale para cualquier
ye Br(a) (33‘),
fe(@,ue(@), Vue(x)) = —yoo| Ve (@) [P = [0 oo 7y
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Ademss, por ser f. el infimo se cumple

fe(@,ue(2), Ve (2)) < f(2,ue (), Ve (2) < Yoo Ve (@) [P + 0]l oo (107)-

Entonces podemos aplicar la estimaciéon de Caccioppoli para u. y f-, ya que u. es super-
solucién débil de —Apu. = f. en Q y f. satisface la desigualdad (3.15] - Por lo tanto

/ |Vue|PePdx < C {(oschua)p/ (IVEIP 4+ 1) dz + oscirue | (3.24)
Q Q

Por otro lado, como u. es una sucesién creciente que converge puntualmente a u en {2,
tenemos

0SCi/Ue < SUP U — 1nf Ueg,
K/

para todo € < gg. Luego, por (3.23)), (3.24) hemos conseguido acotar uniformemente, para
cada compacto K, las siguientes integrales

/ || Ve P2V P/ P~ 1g / |Vuc|Pdz.

Asi, por el Teorema - Teorema de representacién de Riesz) y la Proposicién sobre
convergencia débil, obtenemos que |Vuc|P"?Vu. converge débilmente en L} o/ C(p ! (Q), vy
Vu. converge débilmente en L] .(Q) (observemos que 1% es el exponente conjugado de

p). Por otro lado, vemos que u.€ € I/VO1 P(Qe), por lo tanto, por la desigualdad de Poincaré
se tiene que
e llwre iy = luclllwre iy < IVuellpr
donde K’ es un conjunto compacto que contiene al soporte de £. Lo que significa que u. esta
uniformemente acotada en I/Vlif(ﬂ) Entonces, por el Teorema U tiene una subsucesién
que converge débilmente a una funciéon v € V[/lloi7 (Q). Pero, entonces u. converge en casi
todo punto a v, y como u. converge puntualmente a wu, debe ser u = v. Por lo tanto
u € VVllo’f(Q) y ue converge débilmente a u en VV&)’S(Q)
Veamos ahora que Vu. converge fuertemente a Vu en L} (). Sea

p(x) = (u(z) —u(2)) (x), =€,
donde 0 € C§°(€2). Entonces
/ |Vue|P2Vu, - Vo dz > / fe(x,us, Vue ) de.
Q Q
Si ahora invertimos la desigualdad y sumamos y restamos a ambos lados [, |Vu|P=2Vu-V,

obtenemos

/ [|Vu\p_2Vu - \Vug\p_QVus] -V(u—uc)fdr

“ (3.25)

—/ fg(a:,ue,Vua)godm—i—/ \VulP2Vu - V(u — u: )0 dr.
Q Q
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Ahora bien por la convergencia débil de u. a u en VVlif(Q),

/ \Vu|P2Vu - V(u — u )0 dz — 0
Q
cuando € — 0. Por otro lado, el lado izquierdo de (3.25) estd dado por

/HUVu\p_QVu—\VuE\p_QVug]-V(u—ug)da:—&—/(u—ue)[\Vu!p_2Vu—]Vu6]p_2Vu5]-Vde.
Q 0

(3.26)
La segunda integral en (3.26)) podemos acotarla de la siguiente manera

/Q(u — Ueg) [|Vu]p72Vu - ]Vua\p72Vug] -V

< Hveumm)/ ot — e || VulP~2Vu — Va2V
spte

< IV [ el (V=29 4 [V
spté

Ahora, aplicando la desigualdad de Hélder y el hecho de que ||[Vu[P~2Vu| = |VulP
obtenemos que

p—1

1
p p
/ lu — uc|||[VulP 2 Vu| < / |u — ue|P / ||Vu|p_2Vu|pfl :
spté spté spt o

Lo mismo podemos hacer con
| = Vv,
spté

Finalmente, la segunda integral en (3.26)) podemos estimarla en valor absoluto por

HVGHL‘”(Q)(/Spte u — ug!pdx)l/p[(/spw \vu|pdx)(”_”/” + (/Spw VulPds) <p—1>/p}7

(3.27)
que tiende a 0 cuando € — 0. Por otro lado, como

- / fe(z,ue, Vue ) do < 'YOO/ ’Vuf’pil (u — ue) 0dx + ||¢”L°°(Spt(9)) / (u — ue)f du,
spt o Q Q
(3.28)

CON Yoo 1= SUPgespt(g) [V (ue())], obtenemos que

lim sup {—/ tefa(x,ug,Vua)gbdx <0.
Sp

e—0
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Luego, juntando todo vemos que, como 6[|VulP~2Vu — |Vu:[P~*Vu.] - V(u — ue) > 0

lim [ 0[|VulP"*Vu — [Vu P *Vu.] - V(u — u.)dz = 0. (3.29)

e—0 QO

Ahora, empleando la siguiente desigualdad valida para p > 2,

2”_QIVU(%) — Vue(@)]” < [|[Vu(@) P72 Vu(z) — [Vue(2) P~ Vue (2)] - V(u(@) - ue(z))

y el limite , podemos probar la convergencia fuerte de Vu. en L} (), pues
/ |Vu — Vu|P < 22_p/ [[Vu(z) P 2Vu(z) — [Vue (@) P2 Vue(z)] - V(u(@) — us(z)) = 0
Q Q

cuando € — 0.
Finalmente, (3.29)) junto con [7, Lema 3.73]), implica

Ve [P"2Vu. — |Vu|P?Vu in Lp/(pfl)(Q).

loc

Por lo tanto,
hm/ Ve [P 2Vu, - = /\vu|p 2Vu - Vi

Ademas como Vu. converge a Vu en Ll +.(£), por el lema |3.2] obtenemos

hm fa(x Ue, VU )t dz = / f(z,u, Vu)p de.

e—0

Asi,

/ \Vu|P2Vu - Vi = / f (2, u, Vu)p
Q Q
para toda 1) € C5°(€2) no-negativa. Luego u es supersolucién débil de (2.1)) en Q.

2. Caso singular (1 <p < 2)

Consideremos ahora la inf-convolucién

ue(z) = inf (u(y) Ll __y|q> . (3.30)

ye qe1 1

con q > —— p . Entonces ¢ > 2 para 1 < p < 2. En forma anéaloga al caso degenerado, por el
teorema de Aleksandrov y el Lema [3.1] se prueba que

— Apue > fe(z, ue, Vue) (3.31)

en casi todo punto de Q,(.) \ {Vu. = 0}. Ahora, como u. es semicéncava, son vélidas las
siguientes afirmaciones:

I.
/(|Vu5| +6) 7 Vus V¢d$>/div((]Vu52+5)p22Vu5)¢dm (3.32)
Q

para toda funcién no-negativa ¢ € C3°(€2) y para todo § > 0.
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11. Haciendo § — 0 en (3.32)) se cumple

/ |Vue|P~2Vu, - Vip dz > / —(Apue )t dx (3.33)
Q O\{z:Vue(z)=0}

para cada ¢ € C°(2), ¥ > 0.

La prueba de estas afirmaciones se encuentra en [9]. La primera es muy similar a la
que expusimos para el caso degenerado, combinando un argumento de aproximacién por
funciones céncavas via regularizacion y el Lema de Fatou como en . La segunda es
un poco mas laboriosa y la exponemos para mayor completitud. Para la prueba de esta
afirmacion es necesario el siguiente lema cuya demostracién se encuentra en [9]:

Lema 3.4. Supongamos que u es acotada y semicontinua inferior en Q. Sea Y:(z) el
conjunto de aquellos puntos y tales que

[z —y|?

Us(x) = u(y) + gea—1

Entonces
I. La funcién g(x) = max,cy, (5) |y — x| es semicontinua superior.

1. Si Vu(x) existe, entonces para cada y € Yz(x) se cumple

G ‘y')“ < [Vus(o)].

3

Veamos ahora que al hacer 6 — 0 en (3.32)) obtenemos (3.33)). Sea xy un punto tal que
Vue(z0) vy VZue(z0) existen. Por el Lema [3.4]I1., para cada y € Yz(z) se cumple

1
ly — ol < [Vue(xo)|+Te.

Ademds, por la parte I. del mismo lema, sabemos que g(z) = méx,cy,(2) |y — 2| es se-
micontinua superior. Por lo tanto, para cada entero positivo n existe p, > 0 tal que si
x € By, (x0) entonces

o(2) < gleo) +

1
= max |y —xo| + —
ax |y — ol +

1 1
< |Vue(zg)|—Te + e

1
Sea 7y, := |Vue(wo)|7Te + L. Entonces, para cada x € B, (o)

ue(z) = inf )(u(y)%—’x_‘y’(}).

yeBT’n (CE ng_l
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—qyl9 %
‘;ﬂ'l resulta ser una funcién

Ahora bien, para cada y € B, (x), la funcién ¢, (x) = u(y) +
continuamente diferenciable y, ademads,

e 17“’1_21.

2
Vigy(z) < i

Como u, es el infimo, es semiconcava y

q—1 _
VQuE(:U) S Fr% 2[

en casi todo punto en B, (z). Luego, haciendo n — oo, obtenemos que
2 g—1 a=2
Veue(zg) < T]Vua(xo)\qfl I (3.34)

Entonces, por (3.34)), si Vue(x) = 0, entonces V2u.(z) < 0. Por otro lado, si Vu.(z) # 0,

entonces, como u. es localmente Lipschitz y ¢ > p%l, tenemos

(p—2)

_2 =2

(n+p-2)(¢-1) VP2
9

(V2u.Vu,) - Vus)

v

> —C.

Luego, aplicando el Lema de Fatou y que V?u.(x) = 0 si Vu.(z) = 0, se obtiene que
lim inf/ _div ((|Vu5|2 + 5)”2;2%5) b > / lim inf —div ((yvug\2 + 5)’%2%) b
6—0 Q O\{Vu.=0} 6—0

_ / (Ve P2V )
QA\{Vu.=0}

= / —Apucp.
N\{Vu.=0}

Volvemos entonces a la demostracion del Teorema 3.1. Por hipétesis sabemos que
f(x,5,0) =0 para cada z € Qy s € R, por lo tanto en el conjunto {x € Q: Vu.(x) =0}

se tiene que fq(x,us(z), Vue(2)) < f(z,us(x), Vus(x)) = 0. Asi, por (3.31) y (3.33)),

/ \Vu[P~2Vu, - Vi) do > / fe(z,ue, Vue )y de. (3.35)

Q Q

Haciendo lo mismo que para el caso singular, p > 2, y notando también que la estimacion

de Caccioppoli es valida para todo 1 < p < oo, podemos probar que |Vu.|[P~2Vu, converge
p

débilmente en Ll’;? () y que Vu, converge débilmente en L} (). Ademés, siguiendo el

mismo razonamiento que para el caso singular, llegamos a

lim [ [|[VulP~2Vu — |V 2Vue] - V(u — ue) dz = 0, (3.36)
e—0 K
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para todo K C €2 compacto. De esta manera, podemos emplear nuevamente el Lema 3.73
de [7] y (3.36) para obtener

\Vu[P2Vue — |VulP~2Vu en Lp/(p_l)(Q), (3.37)

loc

y, de esta manera, se cumple que

h’m/ \Vue[P~2Vu, - Vi :/ |VulP2Vu - V.
Q Q

e—0

Lo tnico que resta probar, entonces, es la convergencia fuerte de Vu. a Vu en Lf " (8).
Para esto, consideremos la siguiente desigualdad vectorial (ver [6, Capitulo I])

a — b? — -
WSCW fa—[bP) (e =b),  1<p<2,

con C'=C(n,p)y a,b € R™. Entonces, aplicando la desigualdad de Holder, vemos que

Vu — Vug|? B B
/K‘Vu—Vue‘de::/K((|v|u‘+’vua‘)2_p> (\Vu]—i—‘Vus‘)(? P)E dx
€
2-p

/2 sy
|Vu — Vu.|? P / :
< d .
B (/K (V| + [Vae )27 K(’VUH-\V%\) "
_ 2 p/2
SC(/ |V qu|2_ dw)
x (IVu| + [Vuc])2—?

p/2
K

donde hemos usado el hecho de que [|[Vue||zr () estd acotada por ser Vu. débilmente
convergente en LT (Q). Asi, de (3.36) deducimos que Vu. converge a Vu en Li ().
Finalmente, por (3.37)) y el Lema obtenemos que

lim /Q fo( ue(), Ve () = /Q F(ulz), V().

e—0

Luego, podemos concluir que
/|Vu|P—2vu-v¢dx > / fl,u, Vu)y du.
Q Q

Por lo tanto u resulta ser supersolucién débil de ([2.1)) en €.

3.2. Prueba del Teorema [3.2

Para probar el Teorema basta probar la siguiente proposicién ya que en [16] se
encuentra la prueba del mismo teorema para el caso de soluciones viscosas (ver Teorema
1.5 de [16]).
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Proposicién 3.1. Sea u :  — (—o0, +00] una funcién semicontinua inferior. Si u # +o0o
es una supersolucién viscosa de ([2.1)), entonces u es una supersolucién viscosa Feeble de

).

Prueba. Sea zo € Qy ¢ € C2(Q) tal que (o) = u(xo), ©(z) < u(z) y V(zo) # 0. Como
V(zo) # 0y ¢ € C3Q), existe p > 0 tal que Vi(z) # 0 para todo z € B,(xg). Por
lo tanto, ¢ es una funcién test para u en el punto xg en el sentido de la Definicién [2.1
Luego, como Vp(x) # 0 para todo « € B,(x(), se cumple

—App(zo) =1lim  sup  (=App(r)) > f(xo,u(w0), V(o))
=0 2B, (x0)\{zo}

Asi, u es supersolucién viscosa Feeble de (2.1]) en €.
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Capitulo 4

Resultado de tipo Radoé para el
p-Laplaciano no-homogéneo

A continuacién enunciaremos y demostraremos el principal resultado de este trabajo.

Teorema 4.1. Sea Q un dominio en R”, sea 1 < p < co y supongamos que u € C1(Q).
Sea f = f(x,s,n) una funcién uniformemente continua, Lipschitz en 7, no-creciente en s
y que satisface la condicién de crecimiento . Ademas, supongamos que f(z,s,0) =0
para todo x € €2, s € R. Si u es una solucién débil de la ecuacién en el conjunto
abierto Q \ {x € R™ : u(x) = 0}, entonces u es solucién débil de en todo el dominio
Q.

La demostracién del Teorema [4.1] se llevard a cabo mediante los siguientes pasos:

= Aplicando la equivalencia de soluciones débiles y viscosas Feeble, se demostrard una
versién mas simple de la propiedad de Radd, la cual consiste en eliminar el conjunto
de puntos criticos de u.

= La segunda etapa consiste en eliminar aquellos puntos donde u se anula que no son
criticos. Para ello, se adaptard al caso no homogéneo el lema de Martio (Lema 2.22
de [15]).

Es importante mencionar que, la hipdtesis de regularidad sobre la funcién u no puede
debilitarse. Aun si se asumiera que u es Lipschitz continua, el resultado podria no ser ver-
dadero. Veamoslo con un ejemplo. Consideremos la ecuacion homogénea, es decir, cuando
f =0, para todo 1 < p < co. Antes que nada, vemos que el operador p-Laplaciano puede
escribirse de la siguiente manera

—Apu = A(Vu) - Vu

donde A - V?u significa el producto escalar entre las matrices A y V2u. Esta matriz se
define como

A@n) = P72+ (p = 2P @

donde n ® 1 denota el producto tensorial de 1 por si mismo, es decir, es la matriz cuya en-
trada ij es n;n;. Veamos que esto efectivamente es asi. Sea u € C?(2), entonces recordemos
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que el operador p-Laplaciano puede escribirse como
—Apu = |VulP 21 (V2u) + (p — 2)|VulP~(VZuVu) - Vu.

Entonces,

A(VU) . V2u == Z Z AijV2uij

i=1 j=1
=3 > [VuPPLou+ > Y (p—2)|VulP*0ududu
i=1 j=1 i=1 j=1
= ’Vu‘piQ Z Oyt + (p — 2)|v‘p*4 Z Z 6Zu8Ju8Uu
i=1 i=1 j=1
= |Vu|P2tr(V2u) + (p — 2)|VulP~*(VuVu) - Vu
= Apu.

Sea np € R™\ {0}. Definimos
u(x) = 2|z - nol.
Entonces vemos que u es Lipschitz en R" pues

lu(z) —u(y)| = 2|z - nol — 2[y - nol|
< 2z — yl|nol

Sin embargo, u ¢ C'(R") ya que u no es diferenciable en {x € R" : x - 19 = 0}.

Ahora bien, si calculamos el gradiente de v en un punto x fuera del conjunto {z-ny = 0},
vemos que si x - 19 > 0, Vu(z) = 2n y si x-n9 < 0, Vu(z) = —2n9. Por lo tanto VZu = 0
en R" \ {x € R" : - ny = 0}. Esto significa que u es solucién clasica de —Apu = 0 en
R™\ {z € R" : u(x) = 0} (vemos que z -1y = 0 si y sélo si u(z) = 0). Ahora bien, como
u es de clase C2 en {z € R" : 219 > 0} y en {x € R" : a9 < 0} y ademéds u satisface
puntualmente la ecuacién —A,u = 0 en estos conjuntos, se obtiene que u es solucién
viscosa Feeble de R™ \ {z € R" : u(x) = 0}. Sin embargo, u no es solucién viscosa Feeble
en todo R™. En efecto, si definimos la siguiente funcién test

1
p(z) = 10 + 5 (00 @ mo)z - 2,
vemos que u(x) = ¢(x) = 0siz-ny = 0. Ademds si x - ny = 0 entonces u(y) > ¢(y) para
cada y € B_1 (x). Pues, siy € B 1 (z), entonces

Ingl N

ly-mol = |(y — ) -no + x - no|
<y — z||no| + |z - no
<1
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Asi

1
5(770 ®n0)Y - Y

1 n n
=y-no+ B Z Zninijiyj

=1 j—1
n
=y-m+s5 (Z 7702%) > oy
j=1

1
:y'770+§(y-770)2

o(y) =y-no+

1
< Iy-no!+§\y-770|
< 2|y - no|
= u(y)

Por otro lado, si x - ng = 0 entonces

Veo(z) =no + (z - no)no # 0.

Sin embargo, si - ng =0

—App(z) = —A(Vop(z )) - V2p(x)
—A(mo) - V()
—A(no) - (no ® 10)
—A(n0)m0 - Mo
—’no\p 10 - 1m0 — (p — 2)|mol”~* (10 ® no)mo - o
= —|no["~2[mol* = (p = 2)|nol"~*Imo|*
= —(p—1)nol”
<0

Luego vemos que ¢ es una funcién test en el sentido de la Definicién [2.16] sin embargo no
satisface que —A,p(x) > 0. Por lo tanto, u no es supersolucién viscosa Feeble en todo R”™.

4.1. Exclusion de los puntos criticos

Como mencionamos en la Introduccién, toda la dificultad proviene de los puntos criticos
y es por esto que aplicamos la equivalencia entre las Definiciones y El punto
crucial, ahora, es establecer el siguiente resultado.

Proposicién 4.1. Sea u € C1(Q) y sea f = f(z,5,17) como en el Teorema Si u es
solucién débil de (2.1)) en
Q\ {x € R" : Vu(z) =0},

entonces u es solucién débil de (2.1]) en todo el dominio €.
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La demostracién de la Proposicién es la misma que la de Juutinen y Lindqvist en
[10], pero la exponemos para mayor completitud.

Prueba. Para probar que dada una funcién u € C*() es solucién débil de (2.1]), primero
probaremos que satisface la Definicién [2.16] en todo €. Sea xg € 2 y supongamos que ¢
es una funcién test que toca a u por debajo en el punto xg. Por el cdlculo diferencial,

V(xg) = Vu(zo).

Luego, si Vu(zg) = 0, no hay nada que probar. Por otro lado, si Vu(zg) # 0, entonces,
por el Teorema la Proposicién y la hipotesis de que u es solucion débil de en
Q\ {z € Q: Vu(z) = 0}, es claro que —A,(¢(z0)) > f(z0,¢(z0), V(zo)). Asi u es una
supersolucién viscosa Feeble. Andlogamente se prueba que u es una subsolucién viscosa
Feeble de . Finalmente, aplicando el Teorema obtenemos el resultado deseado. Wl

4.2. Lema de Martio para el caso no-homogéneo

Definicién 4.1. (La unidn de dos operadores diferenciales). Sea T' un hiperplano de
dimensién n — 1. Supongamos que {2 es un dominio en R"™ y que T divide a € en dos
dominios 1 y 9. Para i =1, 2 sean A; : {; x R x R™ — R"™ dos operadores diferenciales
que satisfacen

i@, s, )| < 1 |hfP~! (4.1)

Ai(z,5,h) - h = y2|h[P (4.2)

en €;, con 1 < p < oo. El operador diferencial A : Q@ x R xR™ — R™ con A|(2; x RxR") =
A;, con i =1, 2 se llama la unién de Ay y As.

Notacién 4.1. Notaremos H* al semiespacio superior z,, > 0 de R" y H~ al semiespacio
inferior x, < 0.

A continuacién probaremos el Lema de Martio para ecuaciones no-homogéneas. La
primera parte de la demostracién es algo diferente a la prueba del lema cldsico ya que
hemos hecho una adaptacién al contexto no-homogéneo.

Lema 4.1. Sea u € C'(Q) y sea T el hiperplano T = {z € R : 2, = 0}. Sea A :
Q2 x R x R® — R™ un operador como en la Definicién [4.7] tal que

lim A(z,s,h) (4.3)

Tr—TQ

existe uniformemente sobre subconjuntos compactos de (7N 2) x R x R". Ademas, su-
pongamos que A satisface las condiciones y . Sea f = f(x,s,n) definida en
2 x R x R"™ que satisface la condicién de crecimiento (3.1)). Si u|€2; es una solucién débil
de

V- Ai(x,v,Vv) = f(x,v, V) (4.4)
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en ;, i =1, 2, entonces u es solucion débil de la ecuacién uniéon
V- A(z,v,Vv) = f(x,v, V) (4.5)

en ).

Prueba. Sea 1 la parte de €2 por encima de T. Por (4.3)) sabemos que la funciéon A* :
(TNQ) xR xR" — R" definida como

A*(xg,s,h) = lim A(z,s,h)

T—T0

es continua. Como u € C1(€2), basta probar que
/A(x,u, Vu) - Vpdr = / f(z,u, Vu)pdx (4.6)
Q Q

para cada ¢ € C§°(Q2). Sea ¢ € C§°(12) y para cada t > 0 sea ht : R™ — R la funcién

%, si x| < t,
0, s |zp| >t

Entonces hy|T' =1 y obtenemos
/ Az, u, Vu)-Vodr = / Az, u, Vu)-V(go(l—ht))dx—i—/ Az, u, Vu)-V(phs)de = I + I
Q spty Q

Ahora bien, p(1 — h) € Wol’p(Ql U Q) ya que ¢(1 — he)lo, se anula en 0€; para cada
i = 1,2y como u es solucién de (4.4]) en ;, i = 1, 2, la primer integral es

I = fz,u, Vu)p(l — hy)dz.
spty

Sea h : R™ — R definida por
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h(z) = , st x, =0,

0, si z, #0.

Veamos que h; converge puntualmente a h cuando ¢ — 0. Sea (t,,)men una sucesién
de ntimeros positivos tal que t,, — 0 cuando m — oo, y sea x € R". Si z,, = 0, entonces
h,, (x) = 1¥my h(x) = 1. As |h,, () — h(z)| = 0 ¥Ym. Supongamos que z,, # 0. Entonces
|xn| > 0y, como t,, — 0 cuando m — oo, existe un entero positivo mg tal que si m > myg
entonces t,, < |z,|. Asi, si m > mo, |z,| > tn vy, por lo tanto, h, () = 0. Luego, si
m > mg, |he,, () — h(z)| = 0.

Por otro lado, observemos que, como 1—h; < 1y f satisface la condicion de crecimiento

(3.1) se cumple

|f (@, u, V) (1 = he)| < (v([u)[ValP ™t + ¢(2))|¢]

Ahora bien, las funciones v, u, |Vu| y ¢ son continuas en spty y spty es compacto, por
lo que estan acotadas en dicho conjunto. Ademads, ¢ € L7S (€2), por lo que ¢ también estd
acotada en spty. Luego, existe una constante uniforme C' tal que

|f(l‘aua vu)90(1 - ht)’ S C

Por lo tanto, si hacemos ¢ — 0 en la integral I; podemos aplicar el Teorema de Conver-
gencia Dominada para concluir

lim I; = lim ( fz,u, Vu)p(l — he) dac) = / lim (f(z,u, Vu)p(l — hy)) dx
spte sptyp

t—0 t—0 t—0

= / lim (f(z,u, Vu)p(1l — hy)) dz

pt\ {z€RM:z, =0} 170

= / f(z,u, Vu)p dx
spte\{z€R™:z, =0}

= / f(z,u, Vu)p dz.
Q
Aqui también hemos usado el hecho de que {z € R" : z,, = 0} es un conjunto de medida
nula, por lo que la integral sobre el mismo vale cero.
A partir de ahora, la prueba es la misma que la que realiza Martio en [15], sin embargo,
la exponemos con detalle para conveniencia del lector.

Probaremos ahora que Is — 0 cuando ¢t — 0. Esto demostrard (4.6). Sea Sy = {z €
R™: |zy,| <t} y observemos que

I, = / pA(z,u,Vu) - Vhe dx —|—/ hiA(z,u, Vu) - Vodr = Ty + 1.
Q Q

Como |hy| <1y u € CHQ), obtenemos de (4.1]) que
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|I5)| §/ |A(z,u, Vu)||[Vp|dr <y max  |Vu(z)P™' mix |[Vem(spte N Sy).
spteNSy rEsptenSt rEsptenS

Como |[V¢| < M y como m(spty N Sy) — 0 cuando t — 0, se sigue de esta desigualdad
que I, — 0 cuando t — 0.

Para estimar la integral I, dividimos el conjunto S; en cubos cerrados no superpuestos
Q? y Q%, 1 =1, 2, ..., cuyos lados son iguales a t y tales que un lado se encuentra en T
los cubos QY permanecen en H+ y los cubos Q! en H—. Mis atn, QY v Q! tienen un lado
en comun para cada i.

+ R
t
o H
» R"!
Q; H™
—t

Sea ¢ > 0. Como ¢ es uniformemente continua, existe tg > 0 tal que para cada
0<t<t
lp(x) —p(al)] <&, 2€QfUQY,

i=1,2,...Aquf 2¥ es el centro del cubo QY. Asf, para t < to,

|I}| = e(x)A(z,u, Vu) - Vhy da:) ‘

i < /Q ., P A0V Ve + /

i=1 Q;Nspt

Entonces, si sumamos y restamos las siguientes integrales

/‘ o(2)) Az, u, Vu) - Vhy dz
Q?ﬂspt

/‘ o(x)A(x,u, Vu) - Vhy da

Q%ﬂspt

en
/ o(x)A(z,u, Vu) - Vhy dx + / o(2)A(z, u, Vu) - Vhy da
Q?ﬂspt

Qq} Nspt
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obtenemos

/. o(x)A(z,u, Vu) - Vhy dx / — (M A(z,u, Vu) - Vhy dz
Q’Nspt ﬂspt

_l’_

/ (x,u, Vu) - Vhy dz
Jﬂspt

para cada j = 1, 2. Luego,

|15] =

i </Q?msptso(x)A(x,u,vu) - Vhy d:c+/

o(x)A(z,u, Vu) - Vhy dx
i=1 Q}Nspt

(z9) / A(x,u,Vu) - Vhy dx + Z o(z?) / Az, u, Vu) - Vhy dx
Q9Nspty =1 QiNspty

+ st_l/ |A(x, u, Vu)]
StNspty
Ahora bien,

—tle,, si O0<uzx,<t,

V() = tle,, st —t<xp, <O,

0, st |xn| > t.

Por lo tanto, como los cubos Q? estdn contenidos en H+ y los cubos Qzl estan en H—
se tiene que

I

115 <

—Zgo(x?)tl/ A(z,u,Vu) - e, d:c+Zg0 it 1/ A(x,u, Vu) - e, dz
i1 QINspte QINspte

=1

+ 575_1/ |A(x,u, Vu)|dz = S + Ss.
S¢Nsptp
Por otro lado,

m(S; Nspty) < w1 (diam(spte))" 12t = ¢t (4.7)

donde w,,_1 es la medida de la bola unitaria en R*~1. Como |Vu| < Mj en sptyp, con la

desigualdad (4.1]) se obtiene

Sy < at_lf;qu_lclt < c9€. (4.8)

Por otro lado, (#.3)), junto con el hecho de que u € C'(£2), implican que existe un t; > 0
tal que para cada 0 <t <ty
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[ Az, u(z), Vu(z)) — Ay, uly), Vu(y))| < e (4.9)

paracadax, y € (QYUQ}) Nspty, i =1, 2, ... . Si P es lareflexién en el plano T, entonces
obtenemos de (4.9))

S1< ) o))t /0 Az, u(z), Vu(z)) — A(P(z), u(P(x)), Vu(P(z)))| dz
i=1 Qi Nspty (4.10)
< Mot~ tem(S; N spte)

< M261€.

donde hemos utilizado también (4.7)) y el hecho de que |¢| < Mj. Se sigue de (4.8)) y (4.10))
que I, — 0 cuando ¢t — 0. As{ hemos probado que I — 0 cuando ¢ — 0. Esto completa la
demostracion. H

4.3. Prueba del Teorema [4.1]

En esta seccién enunciaremos y demostraremos el tltimo lema, el cual permite concluir
la demostraciéon del Teorema Este resultado es una adaptacion de la Proposicién
8 de [13] que también la exponen Juutinen y Lindqvist en el Lema 8 de [10]. Tanto
Kilpeldinen como Juutinen y Lindqvist, prueban el mismo resultado para el caso de las
llamadas funciones p-armdnicas, las cuales se definen como soluciones débiles de la ecuacién
homogénea dada por el p-Laplaciano. A continuacién enunciamos y probamos este lema
adaptado para la ecuacion no-homogénea.

Lema 4.2. Seau € C'(Q) tal que Vu # 0 en Q y sea f = f(x,s,n) definida en Q x R x R"
que satisface la condicién de crecimiento (3.1)). Si u es solucién débil de ([2.1)) en el conjunto
Q\{z € R" : u(z) = 0}, entonces u es solucién débil de (2.1]) en todo el dominio €.

Prueba. Sea S = {z € Q : u(x) = 0}. Probaremos primero que, dado =y € S, existe un
entorno abierto G C €2 de x¢ tal que u es solucién débil de en G.

Sea zg € S. Como Vu(zg) # 0, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
887“”@0) # 0. Definimos g(z1, ..., ) = (21, ..., Tn—1,u(z))—((z0)1, ---, (X0)n—1, u(z0)). Don-
de x = (21, ...,2y,) y (x0); denota la i-ésima componente de xy. Luego, la matriz jacobiana
de g en el punto xg es

1 0 0

) 0 1 0

9'(x0) = : : . :
2 (o) a%(xo) e 2 ()

Vemos que det ¢'(zg) = a%(xo) # 0. Luego, por el Teorema de la Funcién Inversa, existe
un entorno abierto G C R™ de zp y V' C R"™ abierto tal que g(xo) € V' y g|g tiene inversa
h:V — G tal que h € CH(V).

Observemos que g aplica S N G en una porcién del hiperplano H = {(z1, 22, ...,x,) €

R™: x, = 0}.
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Luego, bajo el cambio de coordenadas x = h(y), el p-Laplaciano puede escribirse como
—div.A = f, donde

Aly, s,m) = J(y, BYR ()7 1 ()~ P21 ()]s

Fy.s,m) = f(h(y), s, [1 (y)""]'n).
Esta transformacién puede encontrarse en [7] junto con la verificacién de las condiciones

(4.1) y (4.2) para el nuevo operador A.

Ahora bien, vemos, por un lado, que A resulta ser continua en V' x R x R™ por cémo
estd definida. Por otro lado, se tiene que f satisface la condicién de crecimiento (3.1]) en
V xR x R"™ pues

[ Cyssom)| = 1 (h(y), s, [0 ()~ m)| < AUsDIR ()™ 0P~ + b(hly))
Ahora bien, como y € V y V es abierto, existe una bola abierta B tal que B C V y tal
que y € By, como h € CY(V), h € CL(B), por lo tanto h'(2)~! estd acotado en B. Por
otro lado, si tomamos ¢ = ¢po h y Y(s) = y(s) Hh’(z)_lHLw@), vemos que,

[y, s,ml < AUsD P~ + o (y)-
Luego, tanto el operador .4 como la nueva funcién f satisfacen los supuestos del Lema
Ahora, si G’ C G es abierto, entonces g(G') = V' es abierto, por ser g continua y,
ademds, V! C V y h(V') = G'. Veamos que u es solucién débil de en G’ siy sélo si
v = u o h es solucién débil de

—div A(y,v, Vov) = f(y,v, Vv) (4.11)

en V'. Primero supongamos que u es solucién débil de (2.1)) en G'. Sea ¢ € C§°(V'),
entonces @ = @ o gler € CL(G’) (notemos que spt(@) = h(spt(p)), h es continua y spt(¢p)
es compacto, por lo que spt(p) es compacto). Entonces

|Vu(z)[P*Vu(z) - VE(z)de = / f(z,u(x), Vu(z))p(z)d.
el o

Ademas, vemos que si z = h(y), por la Regla de la Cadena se tiene que
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Y,

Ve (h(y)) = [ (y) "' Vely).
Luego, como h € C(V), en particular, h € C'(V') y asi, por la Férmula de Cambio de
Variables se cumple

. IVu(fv)lp_QVU(fv)-Vﬁ(w)dﬂﬁZ/ J(y, WA ()~ Vo) P20 () Vuly) - [ (y) 7 Vely)dy

/

= / J(y, h)R (y) MR (9) Vo) P2 (y) 7 Vu(y) - Ve(y)dy

=/, Ay, v(y), Vo(y)) - Ve(y)dy.

Por otro lado,
. f(@,u(z), Vu(z))p(z)dr = . F(h(y),u(h(y)), B (1)~ Vo(y)e(y)dy
= V{?(y,v(y),Vv(y))w(y)dy-

Por lo tanto, v es solucién débil de (4.11]) en V'. Reciprocamente, supongamos que v es
solucién débil de ([4.11]) en V'. Entonces, si ¢ € C5°(G"), la funcién ¢ = @ o hly: € CF(V').
Luego, como v es solucién débil de (4.11)) en V| se tiene que

. A(y,v, Vv) - Vedy = /V Fly,v, Vo)edy.

Asi, haciendo el camino inverso, llegamos a

/ |VulP2Vu - Vodr = f(z,u, Vu)pdz.
G’ G’

Luego, u es solucién de en G'.

Ahora, observemos que lo que probamos arriba puede aplicarse a los abiertos G' = G\ S
y V' =V \ H (notemos que G'\ S es abierto por ser u € C1(£2)). Por lo tanto, u es solucién
débil de en G\ S siysélosiv=wuoh es solucién débil de en V\ H.

Ahora bien, por hipdtesis sabemos que u es solucién débil de en G\ S, por lo
tanto, v es solucién débil de en V' '\ H. Asi, por el Lema v es solucion débil de
en V. Nuevamente, podemos aplicar lo probado anteriormente a los abiertos G = G
y V! =V para concluir que u es solucién débil de en G.

Veamos ahora que u es solucién débil de en todo 2. Probamos arriba que, para
cada x; € S, existe un entorno abierto G; de z; en €, tal que u es solucién débil de ([2.1)
en G;. Sea ¢ € C§°(2) y K = spty. Como S N K es compacto, existe una coleccién finita
de abiertos {G;};_; que cubre a S N K y ulg, es solucién débil de en (; para cada
1 <i < N. Llamemos Gy = Q\ (SN K). Entonces Q = UY (G; y cada G; es abierto.
Luego, existe {¢; ) o> Una particién de la unidad subordinada al cubrimiento {Gi}i]i(]' Por
lo tanto, ¢; € C3°(Q2), spt(G) C Gi y Zf\io ¢ =1.
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Observar que ¢ = vazo p(; en €. Luego,

N
/Q |Vu|P~2Vu - Vodr = /Q |VulP~2Vu - (V (; cp(i>> dx
N
B /QZ (IVulP=2Vu - V(p()) do
=0

N
= VulP2Vu - V(pG)d
> /Q VulP2Vu - V(G)d
N
= VulP~2Vu - V(p¢)d
ZO/(}\ WP 2V V()
N
_ p—2 . p—2 . .
—/GO\VU| Vu V(@Co)dx—i-;/Gi |VulP~*Vu - V(p(;)dx
N
— p—2 . p—2 . )
/Q\S|Vu] Vu V(apC@dw%—;/&WM Vu - V(pg)dx
N
= ) av ld
;/Gif(:cu u)(9G:)da

N
:iz(;/gf(m,u,vu)(@@)ﬁm

= / f(z,u, Vu)pdz.
Q

donde hemos usado el hecho de que ¢(; € C5°(G;) v que u|g, es solucién débil de en
G; para cada 1 < i < N. Ademads, usamos la hip6tesis de que u es solucién débil de
en Q\ Sy que [q |VulP=2Vu - V(p(;)dr = fQ\S |VulP=2Vu - V(p(;)dz ya que ¢ se anula
fuera de K. Asi, hemos probado que u es solucién débil de en todo 2. |

Ahora si estamos en condiciones de probar el principal resultado de este trabajo.

Prueba del Teorema [{.1] Definamos los siguientes conjuntos abiertos Q1 = Q\ {z €
Q:ulx) =0} Q= \{z € W :Vu(z) =0} y Q3 = Q\ {z € Q: Vu(xz) = 0}. Entonces,
por hipdtesis, u es solucion débil de en ;. Veamos que u es solucién débil de ([2.1])
en QQ.

Sea ¢ € C3°(€2). Extendemos ¢ a una funcién ¢ € C§°(21) de manera que ¢ = ¢ en
Qo y @ = 0 fuera de . Luego,

50



|VuP~2Vu - Vodr = / Ap(Vu) - Vodx

Qo Q1 \{z€Q1:Vu(z)=0}

:/ Ap(Vu) - Vodx
1951

= f(z,u, Vu)pdx
941

f(z,u, Vu)pdx —|—/ f(z,u, Vu)pdx

/Ql\{xEQl:Vu(m):O} {z€Q1:Vu(z)=0}

f(z,u, Vu)pdx

/Ql\{xEQl:Vu(m):O}

= fz,u, Vu)pdz.
Qo

donde hemos usado que wu es solucién débil de (2.1) en ©; y la definicién del operador
Ap(n) = [n|P~2n en los puntos donde n = 0 cuando 1 < p < 2.

Ahora bien, observemos que Qo = Q3\{z € Q : u(x) = 0}. Por lo tanto, hemos probado
arriba que u es solucién débil de (2.1)) en Q3 \ {x € Q : u(xz) = 0} y, como Vu # 0 en Q3
por el Lema u resulta ser solucién débil de (2.1]) en Q3. Finalmente, por la Proposicién

u es solucién débil de (2.1)) en todo 2.
[}
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