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N. Karmarkar presentd en 1984, un nuevo algoritmo de tiempo polino-
mial para resolver problemas de programacion lineal. Esta nueva técnica pronto
se convirtié en nota de tapa de noticias. El New York Times y la revista Times se
refirieron elogiosamente a este método. Este articulo contiene algunas notas
sobre dicho algoritmo.

1. Definicion del problema
La forma estandar de un problema de programacion lineal es:

minimizar ¢
(1.1)

sujetoa Ax > b, x =20

donde ¢ y x sonvectores de R", A es una matrizde orden mxn y b esun
vector en R™. La funcion objetivo es c'x v las restricciones son:

Ax 2b y x=0.

El correspondiente problema dual es:

maximizar b'y
(1.2)
sujetoa Aly < c, y >0



Las soluciones de estos problemas estan relacionadas: si es posible ha-
llar una solucién, entonces by = c'x.

El problema (1.1), por medio de variables de holgura, puede escribirse
de la siguiente forma:

minimizar c'x
(1.3)

sujetoa Ax =b,x =0

El algoritmo de Karmarkar no resuelve los problemas (1.1) a (1.3), sino
el siguiente problema, conocido como la forma candnica:

minimizar c'x
(1.4)

sujetoa xe NN A

dondec, x € R”

Q = {xeR": Ax = 0} es un subespacio de R"

n
A = {xeR": x 20, £x =1} esel simplex (n-1) dimensional
i=1

deR"
Ademas se tienen tres suposiciones:
a) El valor minimo de la funcién objetivo es cero.

b) El centro del simplex, ao = 1/n (1,1, ....,1) es un punto factible, i.e., a0 e QNA.

c) El problema se considerar resuelto cuando se encuentre un punto factible x
tal que:

¢! x

< 29

' ao
para algun parametro de terminacién prefijada q > 0.
En primer lugar se analizara la solucién de Karmarkar del problema

(1.4), con las suposiciones (a) - (c). Luego se mostrard coémo transformar el
problema (1.3) a la forma canénica y cémo tratar las condiciones (a) y (b).



Obsérvese que la condicién (c) es inherente a cualquier calculo aproximado.

2. ldea General de Karmarkar

Como el centro del simplex, ao, no satisface la condicién (c), no se
puede admitir como solucion, luego es necesario hallar otro punto factible para
el cual fa funcion objetivo tenga un valor menor. Este algoritmo se basa en la
siguiente idea:

1. Inscribir una esfera S en A con centro ao.
2. AN S es otra esfera, con centro ao, de dimensién inferior.

3. El problema de minimizacién de la funcién objetivo sobre ) N S es ahora
trivial.

El siguiente grafico ayudar4 a entender la afirmacion del punto 3:

.\\ NN N N cx=k>0

cix=k<0 cx=0

Figura 1

El punto x' = ao - p ¢, donde p es un escalar positivo, da el valor
minimo de c' sobre la esfera S con centro ao. (Se puede dar una
demostracion analftica de esta afirmacién por medio del uso de multiplicadores
de Lagrange). Ahora bien, en el problema en forma candnica (1.4), se debe mini-
mizar la funcién objetivo sobre 0QNA, quien se encuentra en una variedad lineal
(n-1) dimensional, mientras que ¢ e R", luego es necesario proyectario otor-
gonalmente sobre NA. La proyeccién cp apunta en la direccion opuesta a la
deseada.



X1

Figura 2

Se debe hacer notar que Karmarkar no utiliza la esfera inscripta, es
decir que no se mueve tan lejos como es posible, sino que utiliza una esfera
menor, de radio ar, con 0 < a < 1.r = 1/n/n(n-1) es el radio de la maxima
esfera inscripta en el simplex.

3. Proceso general de iteracién

3.1. Descripcién geométrica

Se toma como punto inicial x© = a5 y siguiendo las ideas1 expresadas
ea)el punto 2 se halla un nuevo punto x(). ¢Cémo encontrar x** " a partir de
x7?

. Aplicar una transformacion proyectiva del simplex A en sl mismo que
fije los vértices y lleve x ) al centro ao.

. Seguir el método de la etapa inicial en el simplex transformado para
hallar un nuevo melor punto y aplicar la transformacién inversa a este punto
para determinar x** 7). ,



Figura 3

Obsérvese que como en cada etapa se vuelve a la region inicial, los
errores de redondeo no se acumulan.

3.2. Descripcion algebraica

* Transformacion proyectiva: Es necesaria una transformacion proyec-
tiva T: A—A, que haga corresponder a un punto interior a de A el centro ao.
Si a = (a1, ....an) y D = diag {a1,....an}, es la matriz diagonal con valores en la
diagonal ai,...,an, entonces T = T(a, ao) esta dada por:

D 'x

T(x) =
et D-1X

donde e = (1,1, ...,1)', Es decir que las nuevas coordenadas, Xi, son;
. Xi /aj
Xi= —, i=1,..n
%ﬁ/m
La correspondiente transformacion inversa esta definida por:
Dx’

T) = —,
eDx’

de donde:



' indicara el espacio afin () transformado, o sea Q' = T(Q).
Notese que:
O ={xeR":ADx =0}

‘AD;
Sea 0" = OA'NA.Si B = 1 tjentonces Q" = u + ker B, para cualquier ue Q"
e

* Funcion potencial: Karmarkar define una funcién potencial f por:

fx) = 2 log (c'x /%) = nlog c' - S log X
i

Se prueba que esta funcién potencial disminuye en una cantidad posi-
tiva 3 en cada etapa. El valor de § depende de «, por ejemplo, si a = 1/4, enton-
ces § > 1/8. Sino se observa disminucion, fx* ) < 9" 5, entonces se
detiene y concluye que el minimo valor de la funcién objetivo es estrictamente
positivo. Si la forma canénica del problema se ha obtenido por una transfor-
macién de un problema estandar de programacién lineal, este caso co-
rresponde a un problema no acotado o no factible.

Karmarkar utiliza esta funcidn potencial porque las transformaciones
proyectivas no preservan funciones lineales como ia funcién objetivo del proble-
ma. Sin embargo éstas preservan cocientes de funciones lineales. El principal re-
sultado de Karmarkar es asociar esta funcién potencial con la funcién objetivo y
la prueba de que esta funcion potencial es efectivamente reducida en cada eta-
pa, asi como que esta reduccién es equivalente a una reduccién del cociente
¢ / c'ao. f' indicara la correspondiente funcién potencial transformada, definida
por:

i) =1(Tk)

Luego:
fy) = zl?.log(d‘y/ya)- 3 logaj

donde: ¢' = Dc.
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Se trata de minimizar f sobre (Q'MB (a0, o). Primero se prueba
(Teorema 3) la existencia de un punto que produce una reduccidn constante en
f' y luego se muestra que esta minimizacion se puede aproximar por mini-
mizacién de la funcion lineal ¢ x (Teorema 4).

3.3. Descripcion del algoritmo

* Etapa 0 : Inicialar x(0) = ao

* Etapa (K + 1) : Computar x¥*" = ¢ (x)

AD ’

1.SeaD = diag {x¥,...x¥} y B =

|

2. Proyeccién ortogonal de ¢ = Dc en el espacio nulo de B
cp = (I-B'(BBY)" B) Dc

) . Cp
3. Normalizarcp: ¢ = ——
|cpl

A
4.b' = ag - arc, donde

vhn-1)
0 < a < 1 (puede ser o = 1/4)
5. Transformacion proyectiva inversa aplicada a b’

Db
e+

c! Db’
4. Teoremas de Karmarkar
4.1. Enunciados

Teorema 1: En 0(n (g + log n)) etapas el algoritmo alcanza un punto factible x
tal que:



Teorema 2: o bien (i) f (x** ") < 1 (x¥) -5
6 (ii) el minimo valor de la funcién objetivo es estrictamente

positivo.
5 es una constante cuyo valor depende de la eleccion del para-

metro a.
(Una eleccion particular: Si « = 1/4, entonces 8 > 1/8)

Teorema 3: Existe un punto b'e()'NB(ao, ar) tal que f'(b*) <f' (aoc) - 8, donde §
es una constante.

Teoremna 4: Sea b’ el punto que mihimiza ¢ sobre "N B(ao, ar). Entonces
f(b') <f(ao) - 8, donde & es una constante positiva que depende de «o. Para
a = 1/4, se puede tomar § =1/8.

Teorema 5: El punto b' = ao - ar ¢ (3.3. Etapa (k+ 1), 4) minimiza ¢ sobre
Q'NB (2o, ar).

4.2. Demostraciones
4.2.1. Demostracion del teorema 5:
Claramente b*e 0'NB (ao, ar). Sea z e'NB(ao, ar),entonces:
b, 2eQ)"=B(b'-2) =0
-B'(BBY'B(b-2) =0
=(c-cp)(b-2)=0
=ct (b'-2) = c’p (b'-2)
c'o (b'-2) = |cp| C'p [a0- arCp- 2]

|cp| {€'o (0 - 2) - ar}

A
¢t (@0-2) <|Cplao-2| < ar



ya que:
2eB (ao,ar)

c'p (b*-2) <0
ct'(b'-2) <0

c'b'<c''z, paratodoz e O'N B (2o, ar)

4.2.2. Demostracién del teorema 3

Sea S la méxima esfera inscripta en A y sea x* el punto de Q"' N S
donde se alcanza el minimo de ¢ x. Claramente x* ¢ B (ao, ar). Sea b' el punto
donde el segmento ao x* interseca la frontera de B(ao, ar); b' = (1 - A) as + Ax*
para algun x €(0,1).

Es inmediato que b'e ) N B (a0, ar)-

c'b' = (1-))cta + actx* = (1-0) clao

C‘tao 1
¢t 1-2
y b = (1-)\) agj + A X%
luego
ctao bj (1-A\) aoj + A X%
(@) -f (b) = Slog — = 3log
J ¢'b* aoj ! (1-)) aoj
A X*j
=3log[1+ ]
) 1-2 aoj

Considerando la siguiente desigualdad: SiP; >0,
entoncesIl (1 + Pj) =21 + 3 Pi.
1 |

Porlotanto T log (1 + Pi) = log(1 + 2 Pi)y
| |



A 1 nx
f'(ao) - f'(b) =log [1 + —— Ix*]l=log[1+ -
1-1  ag ! 1-)

]

b'=(1-Nao + rAx*
b'-ao = X\ (x* - o)
of = |b'-as] = \[x*-a| < AR,

donde R es el radio de la menor esfera circunscriptay R/fr = n-1

r ]
Aza— =
R n-1
AN na /(n-1) no
1+ 21+ —m =1+ —2>1+q
1-x 1-a/(n-1) n-1-q

f(ao) -f'(b) = log (1 + a),

tomando § =log (1 + a), f'(b) < (ao) -5.

4.2.3. Demostracién del teorema 4

Antes de demostrar €l teorema 4, se probaran algunos lemas:

Lema4.1.:
2
Si [x] =B < 1, entonces |log (1 + X) -X| <
2(1-B)
Demostracién:
. (_1)n-1
log(1 +x) = 3§ —— X",
n=1 n -
luego:
w0 (-1)™ 0 X X
[log(1+x)-x| = | X|sx* 3 — <— 3 Bn=
n=2 n n=0 n+2 2 n=0
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2
2(1-B)
Lema 4.2.: )
N X B
SeaB = ¢/ n/(n-1).Paracadax e B(ao, ar), | L log— | <
P ag) 2(1-B)
Demostracién:
! 2 2
j =~ — paraj =1,..n y|x-a|? < o’?,
n
luego
Xj - 8oj a2 l’2 a2 n2 5
2 I° < . = B
I g (1/m) n(n-1)
Xj - oj
[ |<B i= 1,...,n
aoj
Xj - Aoj Xj - aoj 1 Xj - Aoj 2
[log [1 + l- | < [ ]
aoj aoj 2(1 -B) aoj
por lema4.1.
Xj Xj - Aoj
Tlog — =Xlog[1 + |
! aoj J agj
2
X Xj - &oj 1 Xj - aoj » B
2 | log - | < 5[ I <« —
! 20 doj 2(1-B) ! aoj 2(1-B)
pero
Xj - oj 1 1
2 = —— [£X-Zaj = [1-1] =0,
I ag aoj J j ao]

por lo tanto:
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X
|2 log | <
! aoj 2(1-B)

Demostracién de teorema 4

Sea ?(x) =nlog (c''x/clao)
Sea bm un punto de Q"N m donde f* alcance su minimo valor.
f'(ao) - f'(b) = f(ao) - f'(bm) - F(bY) + f(bm)
= [f'(ao) - f'(bm)] + [f"(bm) - (F'(ac)) + (bom)] -
- I () - (F (a0) + TON] + [flom) -1 ()]

por la demostracion del teorema 3:

f'(ac) - f' (bm) = log (1 + ) 4.1)
Para
x e)'NB(ao, ar),
- ctx ¢ tao cx
f(x) - (f'(ao) + f(x) = = log -3 log nlog
) X J aoj ctao
Xj
= -2 log
) aoj
luego, por lema 4.2.
~ B?
[0 - (F@o) + fx) | < ———— (4.2)
2 (1-B)

Como f depende mon&tonamente, en forma creciente, de c'x, Ty
alcanzan su valor minimo sobre ) “NB(ao, ar), en el mismo punto, b".
Ahora bien, T (bm) = f(b), (4.1) y (4.2) implican
B? a2 n
f(ao) - (") = log (1 + @) —— = a-od?/2—

1-B (n-1) (1-a/ n7{n-1)
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a2 a2 n

Definiendo & = a- -

2 (n-1) (1-a v/ n7(n-1)

se tiene:
f' (b") <f(ao) - &
Observacion:
2 2
44 44
1) Lim §(n) = a- -
n— o 2 1- a

2) Sia = 1/4,entonces lim § (n) = 1/8

n-—-—»o

4.2.4. Demostracién del teorema 2
Por elteorema 4, f'(b") < f' (ao) - &.
Aplicando la transformacién proyectiva inversa T 1 y considerando que:
x® = TY(a0)
Y D — 71
se obtiene:

i) = 170 < flao) -5 = (T (@) -5 = 1<) -

4.2.5. Demostracién del teorema 1
Para cada k se tiene:

fock*+ 1) <fx®) - 5
luego,

fix™) <fx®) -k 5



ctx™® ctao
Zlog(—k) < X log ) - k8
| X! ) J doj
i
! x®
nlog ( ) <% Iogx(k_)-};logaoj-kﬁ
ot a0 J J i
Pero:
‘ 1
x.(") <1, aj=—, j =1,.., n dedonde
) n
ctx® k
log ( ) <logn- — § (4.3)
cao n
El nimero:
n(q + log n)
m= ———————— (4‘4)
)

da el nimero de iteraciones que es necesario calcular en el algoritmo de Kar-
markar. Para ver esto, basta con sustituir m por k en (4.3) y observar que se
obtiene:

ctx®

log ( )<-q

Ct do

lo cual da

cx(m

< g% < 29
clao '

La definicién (4.4) de m diceque m =0 (n{q + logn)).

5. Reduccién de un programa
lineal a la forma candnica

Sea el problema de programacion lineal en su forma estandar:
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minimizar c' x
sujetoa Ax =2b, x =20

Hay varios métodos por los cuales este problema se puede convertir a
la forma candnica. Se describiran dos de ellos.

5.1. Supéngase que las variables estan acotadas, e' x <k. Con la introduccién
de variables de holgura el problema se transforma en:

minimizar ¢' X

sujetoa AX=b

X
Por medio de un cambio de escala, x = —, se tiene:
k

minimizar &tX

.. b
sujetoa AX = —
k

(g

i
v
o

de donde se llega a:

minimizar &' X

b
sujetoa (A- — e') X =0
k
el X =1

>
Y
o



Haciendo un cambio de nombres de variables y matrices se obtiene el
problema en forma canénica:

minimizar ¢! x

sujetoa Ax =0

x >0

Ahora bien, si el minimo de la funcién objetivo no es cero, sino un valor
conocido M, se puede reemplazar la funcion objetivo por:

c'x-M = (c-Me)lx = &'x,

ya que el mfnimo de esta funcién es cero.

5.2. Supongase que el problema estandar, con la introduccion de variables de
holgura, se ha escrito en la forma (1.3). Ademds se supondra que ia condicion
(a) es satisfecha y que se conoce un punto interior factible a. La reduccion a la
forma canoénica se lleva a cabo a través de una transformacion proyectiva del or-
tante positivo en el simplex. Esta transformacion:

T:P+—A"cR"* ' estadadapor: T (x) = x' e R"* " donde

Xi

ai



97

Esta transformaclon tiene las siguientes propiedades:
1. T aplica P+ sobre A" y es inyectiva.
2. La transformacion inversa est4 dada por:
ai X'
X = , i=1,..,n
X'n+1

3.T (a) = ao, el centro del simplex A"

n
4. Sean A las columnas de la matriz A. Si .21Aa x = b, entonces
=

n
,E1Ai axi-bxXn+1=0
I=

Se definen las columnas A; de una matriz A' por

A= ahA i=1,..
An+1 = - b
Entonces
A'X =0
siempre que

Ax=0. x" =T
También se definec' ¢« R"* ! por
ci=aci, i=
Ch+1 =0
Claramente se tiene que ¢! x = 0 implica c¢tx =0
El problema transformado es:
minimizar ¢! x'

sujetoa A' x' =0



x' 20

Como el centro del simplex es un punto factible, se ha obtenido un
problema en la forma canénica. Ahora bien, si la suposicién (a) no es satisfecha
en el problema (1.3), o blen no se conoce un punto factible, o el minimo de la
funcién objetivo no es conocido, entonces se puede realizar la reduccion a la
forma canénica combinando los problemas dual y primal:

( Ax =b
|

(6.1) l c'x-blu =
|

Por teorfa dual, este problema combinado es factible si y s6lo si el
problema original tiene una solucién 6ptima finita. Con la introduccién de varia-
bles de holgura se obtiene:

Ax -y=Db
Alu+ v=oc
cix-blu=0
x=2 0,u =20, vy 20, v =0
Sean Xo, Yo, Uo, Vo puntos interiores del ortante positivo y considere el probiefna:
minimizar A
sujetoa AX-y + (b-Axo + Yo)A = b
Atlu+v+(c-Alugr =c
c'x-b'u+ ("% + b Vo)A =0
xzo,yzo,uzo.vzbo,XzO

Note que X = Xo, Y = Yo, U = Uo, V = Vo, A = 1 es un punto interior fac-
tible que se puede tomar como punto inicial. Ademas el valor minimo de \ es
cero si y sélo si el problema (5.1) es factible.



6. Comentarios finales

La principal dificultad en la aplicacion del algoritmo de Karmarkar es la
inversion de matrices necesaria en cada etapa para obtener la proyeccion orto-
gonal del vector c. Karmarkar describe un algoritmo modificado que le permite
utilizar los célculos efectuados en la k-ésima etapa, en la siguiente etapa (k+1).
Estgsle permite reducir las operaciones aritméticas de cada etapa de O(n3) a
o(n“V).

Diversos autores han sugerido variantes de este método con el objetivo
de mejorar la eficiencia practica y la simpleza de implementacién de este algorit-
mo. La complejidad total de este algoritmo es 0(n>°L? log L log log L), donde L
es el nimero de bits en los datos de entrada y n es el niUmero de variables.

Bibliografia

GONZAGA, C., Algoritmos de pontos interiores para programacao linear, Ins-
tituto de Matematica pura y aplicada, Rio de Janeiro, 1988.

GONZAGA, C, Search directions for interior linear programming methods,
University of California, Berkeley, California, 1987.

KARMARKAR, N., A new polynomial-Time algorithm for linear programming,
Combinatorica 4 (4) 1984, pags. 373/395.

ROCKETT, A, STEVENSON, J., Karmarkar's algorithm, 146 byte, setiembre
1987.



