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En este trabajo se andiza cl rnodelo del principal-agente cuando el agente posee una 
cierta rique;:a it~ir.ial. El principal contrata a1 agente para realizar una tarea pero no 
puede observal la acci6u efectivamente realizada por (Iste, sino s61o un resultado aleatorio, 
cuya probabilidad dcpende de la acci6n elegida por el agente. El problema del principal 
es diseear un contrato con un esquema de incentivos que induzca al agente a emprender 
la acci6n que nlaximiza el beneficio esperado del principal. Se supone que el agente es 
averso a1 riesgu y por lo talito el principal debe asumir parte del riesgo, de este mod0 es 
necesario un esqueina variable de incentivos. En un primer momento se considerarb, como 
lo realizan Grossmail y Hardt (121, [3], I?]), que el principal es neutral a1 riesgo, luego se 
analizara el caso en que tanto el agente colno el principal son aversos a1 riesgo. 

La pregur~ta fimdanlental es c6mo la riqueza del agente afecta el esquema 6ptimo de 
incentivos y, por lo tanto, el beneiicio esperado del principal en el modelo cl&sico del 
principal-agente. Como Tl~iele y Wambach ( [ 5 ] )  afirman, esta pregunta posee un Ran 
iiiterbs empirico e importancia tebrica: si la riqueza del agente afecta el salario esperado 
que se le debe pagar, esto es un criterio importante para el principal cuando debe decidir 
cual agente elegir. Si ull principal enfrenta dos agentes que difieren en su nivel de riqueza 
inicial, pero son klbnticos en lo demh,  entonces el principal contrataria a1 agente menos 
rico si el costo rle impleinentar una determinada acci6n aumenta con esta riqueza inicial, o 
por el wntrar-io contrataria a1 m h  rico en el caso opuesto. Se p u d e  conjeturar que agentes 
n18s ricos necesitan una nlayor compensaci6n por el mismo esfuerzo, haciendo 1116.5 diffcil 
que la restricci6n de participacinn se satisfaga (aumenta la tasa marginal de sustituci6n 
entre iugrca, y esfuerzo). Ademds, puede ser m h  dificil evitar que el agente elija menores 
niveles de esfuerzo, por lo tauto l a  r~stricciones de compatibilidad de incentivos son m& 
exigentes. Par own partc tambibn puede ocurrir que un agente m h  rico sea menos averso al 
riesgo y por lo Lnntu dismiuuya el costo del principal. Es asi como se observa que se pueden 
presentar- dos efectos conarapuestoa, siendo de gar1 importancia tratar de dilucidar cud  
de 10s mismos precloiniua. Thiele y Wambach analizaron el caso de funciones de utilidad 
aditivamente separables y mostraron ciertas condiciones bajo las cuales siernpre el costo del 
principal aumenta cuando el agente es m h  rico. En el caso de funciones no aditivamente 
sepa~ables encontraron que puede ocurrir el efecto contrario. En este trabajo se estudia 
el caqo de funciories de utilidad aditivamente separables y se prueba que en determinadas 
condiciones el beucficio del principal puede aumentar cuando el agente etl m h  rico. En 



particular se analizan, para el agente, las f~~ucinlles de utilidad tip0 HARA, que presentan 
un cneficiente de aversion a1 riesgo decreciente en el ingreso. 

El presente trabajo se organiza de la siguiente forma: en la Seccion 2 se presenta el 
modelo; la Seccion 3 describe 10s resultados de Thiele y Wambach ([5]) en el caso de 
una utilidad aditivan~eute separable, presentalldo ,ma nueva demostracion de su resultado 
principal; se analiza el caso de dos acciones y dos resultados posibles; las funcinnes de 
utilidad tip0 HARA se estudian en la Secci6n 4 y en la Secci6n 5 se considera el caso de 
un principal averso a1 riesgo. La section 6 concluye. 

2 El modelo 

El modelo que sc considera es el modelo cl8sico de informacibn asimktrica (riesgo moral) 
de Gross~rlar~ y Hardt (121) del principal-ageute. con la h i c a  diferencia que el agente posee 
una cierta cantidad de "riqueza inicialNl H .  

Se supnne que se tiene un nlilrlern finito cie acciones ( ~ n )  y un nimero finito de resulta- 
dos observables (n). Como es es thdar  en la literatura se asume que el principal es neutral 
a1 riesgo y que el agente es averso a1 riesgo. La funci6n de utilidad del agente se supone 
de la forma 

v ( I )  - S (a ) ,  

donde I/ y $ tienen derivadas de primero y segundo orden continuas que verifican 

n indica la accion e I el ingreso del ag.ente. Cou 7 se indica el ingreso que el agente puede 
obtener en ntro lugar si no trabaja para el principal (salario de reserva). 

Se supone que 10s productos, o result.ados, posibles son q~ < 92 < ... < q,, y que ni (a)  
es la probabilidad de obteuer q; cuando el ageute realiza la acci6n a; I; es el incentivo que 
recibe el agente por parte del principal cuando se obscrva el resultado q,, i = 1, ..., n.  

En el casn de nn principal neutral a1 riesgo, su beneficio net0 (C:', n; (a) (q; - I,) = 

C:=, tr; (a) q; - n,. (a) I;)es 1n4ximo cuando se nlinimiza el costo. Por ello es que la 
acci6n optima qrle debe elegir el principal rs aquklla cou minim0 costo de implemeutacion. 
De all1 que es suficiente estudiar el cnmport,a~nienlo del cnsto cuando cambia la riqueza 
del agente. 

Para cada accibn a que el principal desea implementar, su problema de rninimizacion 
de cnstns es el siguiente: 

" 
min x n; (a) I,, 

I I,..., I., 
1=1 

sujeto a 

" 
E n .  (a) v (1% + 0 )  - q (a) v (7+ 0 )  , 
1-1 

(2) 

n xni v (1% f 8)  - '* (a) > E n i  (a') V (I, + 8 )  - $ (a ') ,  para toda acci6n aJ.(3) 
i=, i=1 

La primera de estas desigualdades represents la restriccion de participaci6n, mientras que 
las restantes corresponden a las rrstricciones de compatibilidad de incentives. A travks 
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del canibio rle ~nl.iables h = V-', como es usual. este problema puede escribirse de la 
siguiente forina: 

min x a .  (a) h (v;) - 8. 
t.,. . ,C,/ 

,=I 

L L ,  

" x r r ,  [n) o, - $: ( 0 )  2 x a ,  (a') v, - ( a ) .  para toda acci6n a', 
,=I 1=1 

( 5 )  

donde v ,  = V (I ,  + 8) . I ,  = h (v,) - 8. ObsBrvese que ahora las restricciones son lineales. 
Con C (a, 8) se denotara el valor de cualquiera de estos problemas, el c u d  indica el 

costo minimo csperado, para el principal, de lograr que el agente realice la accidn a .  En el 
caso de la acciijn rle mininio esh~erzo para el agente, el costo del principal es simplemente 
ofrecer un esque111a de incentivos constaiit,es, I;  = I, i = 1, ..., n, que compense el costo del 
esfuerw e iguale el valor de reserva del agente, 

Si en cambio se pl-etende implementar llna acci6n de mayor esfuerzo (mayor costo) para 
el agente, el esquerna de incentivos (Il ,  ..,I,,) no podra ser constante. 

3 El costo C (a, 8 )  y la riqueza inicial 
Surge inmediatanre~ltc I:, pregunta: j,Es sienlpre creciente el costo coma funcion de la 
riqueza inicial'? L;i rcspucsta es qne en general no lo es, coma lo rnuestra el Ejemplo 1 m& 
adelante. En el caso de infolmacibn completa (donde no se presenta riesgo moral), el prin- 
cipal puede obserr,ar la action quc realiza el agente, Fa no son necesarias las restricciones 
de compatibilidhd de illceiitivos pues la accicin misma se puede incluir en el contrato. Por 
lo tanto para implenlentar una determinada accion a basta con ofrecer un incentive I* tal 

V ( I ' + O ) = V ( 1 + 8 ) + $ ( a ) :  

si el agente realiza diclla acci6n a y, por ejemplo, -m en todo otro caso. Asi se tiene el 
"First Best" (el principal elige la accion a que maximiza su beneficio). El costo es en este 
caso: 

c (a, 8) = I' = h (v (1 + 8) +$(a ) )  - 8, 

cuya derivacla ei 



Dado que h es monotona. crecier~te. V' > 0 es decreciente y $ (a )  2 0, se llega a que 

cor~ lo cual 9 2 0. Es decir que en el "First Best", siernpre el costo del principal 
aumer~ta cuando crece la riq~iczn inir:id del ageute. En el caso dc infor~nacidn mimbtrica, 
cuando el principal no puedc observar la accidn que el agente realica, sino sblo el resultado 
obtenido, el pril~cipal debe ofrecer un esqnclna. du ince~~tivos que compense al agente por 
la aleatoriedad preser~te en 10s posihles resultados. Dado que el agente se supone avcrso 
a1 riesgo; ~nientras que el principal es neutral a1 riesgo, el costo del principal aumenta 
en el "Second Best" con respecto a1 "Firs1 Best". A l  analizar cl caso de riesgo moral se 
encuentrarl dos efe'ectos r:ontrapuestos: (i) Por un lado a mayor valor de 8, es necejario 
mayores valores de I, para. por ejemplo, satisfacer la restriccibn de participacibn (Z), es 
decir el costo aumenta para valores mayores de 8: (ii) Por otra parte, un mayor valor de 8 
puede hacer que disniinuya el coeficiente de aversion nl riesgo del agente, haciendo que en 
este caso disminuya el costo dal principal (En ([I])  se prueba que la pbrdida del principal 
es creciente como funcion del coeficiente de  a\.ersibn al riesgo del agente.). Esto planteir 
el interrogante de cu6.I de estos efectos dolnina, haciendo que efectivamente el costo del 
principal aumente cuan~io aunlenta la riqueza inicial del agente, o bien equilibrando an~bos  
efectos sin producir canlbios en el costo, o alin llega~ido a darse la situaci6n de que el costo 
disminuya. 

Uma forma de considernr el cambio ell el cost" es analizar su derivada w. En 
su trabajo de 1999, Thiele ). Iliambach ( [ 5 ,  Proposition 11) mostraron, basindose en el 
teorelna de  la envolvente, la siguier~te propiedad: 

Proposic i6n 1 El costo de implementar in [~cczdii. a ,  cuando el agente dispor~e de vrLa 
raqueza inicial8, verifica que: 

En el rnismo trabajo estos autores tarnbih probaron: 

Proposici6n 2 BRIG IPS S U ~ I I F . E ~ O S  (1) sobre If. si  ademds V tiene denvada d e  te~cer  

orden continua y se rvrr~ple yue V n ' / V ' '  5 3 V " j V 1 ,  entonces > 0 para toda 
accidn a supenor a1 ,live1 minima de esfuerzo. 

Observese quc esta proposicidn implica que bajo 10s supuestos ( I ) ,  si ademas V"' < 0, 
entonces se culnple que > 0; sin embargo en la mayoria de las funciones de utilidad 
que aparecen en la literatura ocurre que V"' > 0. 

Este resultado de Tliiele v Wambach puede t ,a~l~bi in~ enunciarse como en la siguiente 
proposition, con una prueba lnucho mis  sencilla. que la expuesta por 10s misnros en su 
trabajo original, y sin necesidad de  exigir la existencia de la derivada de tercer orden de 
v. 
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Proposici6r1 3 Si l /Vr  (1, (v)) es una kncidn conveza, entonces > 0 

Demostracibn. De (4) se tiene que C:=, T; (a) v; > V ( I  + 0) . Ahora bien, como V es 
monotona creciente, 1~ = V-' tambien lo es; a su vez V' es mon6tona decreciente, luego 
l /V1 (1,. (v)) es ~~ionoiona cxeciente. Estas propiedades junto con la desigualdad de Jensen 
para funciones ronvrxas iinplican que 

El resultado se nbtiene bas&~ldose en la expresi6n de dada en la Propoaici6n 1. rn 

Si V tiene derivada de tercer orden, entonces l/V1 (h (v)) es convexa si y s610 si se tiene 
la siguiente desigualdad V " '  (h (v)) /V" (h (v)) 5 -3V" (11 (v)) /V' (h (v)), (Lema 2 en 
Apendice). Pnr lo tanto ell Cste C ~ S O .  la condici6n de Thiele y Wambach es equivalente a la 
coodici6n dc cnl~vvxi~lail en la Proposici6n 3. Sin embargo est,a propiedad noes equivalente 
a la convexidad de la foncion l /V1 (I ) ,  ya que esta liltima funci6n es convexa si y s61o si 
- V  ( I )  V '  ( I )  5 - 2 ' '  ( I )  V (I). El requerimier~t,~ de que l/V1 ( I )  sea una funci6n 
couvexa es ma.5 f~1erl.e clue la condicibn de convexidad de l /Vr  (h (v)), es asi como pueden 
existir funciones l i  clue verifican que l /V1 (h (u)) es convexa mient,rar que l /Vf  ( I )  no lo 
es, esto es cnalldo 2 V "  ( I )  /V' ( I )  < V " '  ( I )  /V" ( I )  5 3 V "  ( I )  /Vf (I). Un ejemplo 
de esta situaci6n es el caso de V ( I )  = I", con 0 < a < 112, donde l /V1 (h (u)) = Au%? 
es cnnvexa ga que > 1 cuando 0 < a < 112, nlientras que l /V1 ( I )  = ;I1-" no lo es 
(0 < 1 - n < 1). (Observese que si 112 < a < 1, entonces 0 < 9 < 1 y l /V1 (h(u)) no 
es convexa) 

Thiele y Wnrnbach llanlaron a P = -V1"/V" el grado de prudencia absoluta del agente, 
n~ientrar qur? A = -Vn/V' es el coeficiente de aversi6n, absoluta, al riesgo. Por lo tanto 
la condicibn P 5 ; ] A  ell la Proposici6n 2 expresa que si el grado de prudencia del agente 
no es rnayor que tres voccs el de aversi6n a1 riesgo, entonces el costo para el principal de 
implementar urla determinada acci6n es crecient,e como funci6n de la riqueza inicial del 
agente. 

Otro ejemplo simple de una funcion de utilidad que verifica estas hip6tesis es la ntilidad 
de tipo cuadratica V ( I )  = a 1  - $I2, para 0 5 I < a/b y a ,  b > 0, ( P  = 0). Tambiin lo 
verificarl las funciones de utilidad exponential negativa V ( I )  = -cot, a > 0, ( P  = A = 

cr) y logaritmica, V ( I )  = log (6 + a I )  , para I > 0 y 6, a > 0; (P = 2a/  (6 + a I )  = 2A). 

Caso n = ~ I L  = 2 

En lo s i~ r~s ivo  sc consirlerara el caso de s610 dos productos y dos acciones posibles, 
esf~lerzo bajo, C I L .  y esfllerzo alto, a H ,  con wstos $ (aL) = 0 y $ (aH) = 11 > 0. Para 
ilnplen~entar el esfucrzo alto en este caso particular, tanto la restricci6n de participaci6n 
como la de compatihiliclad de incentives son activas y se tienen las siguientes expresiones 
para 10s valores optirnos (ver (21; [I]): 



donde A.ir2 = 712 ( a ~ )  - i r 2  ( a L )  Para asegurar clue vl > 0, se hara el supurnto de que 

m ( a ~ )  v( i+o)  > ------ 
An? .* . (8) 

El siguiente ejernplo nluestra que no siempre se verifica que > 0; de hecho 
ocurre que C (a: 8) no es una funcion mon6t:oi~a de 8. 

Ejemplo 1 S e a n  = rrz = 2  y V ( I )  = I n ,  c m  112 < a < 1. S e  n o s t m r 4  que, para ciertos 
.ualores de 10s panimetros, puede ocun.i,r que ei costo C (a.  8)  n o  sen u n a  juncidn creciente 
de 8. Los deriuadas de V so,i, 

V'  ( I )  = dm-' > 0 ,  

V 1 ' ( I )  = 0 (or - 1 )  I"-' < 0; y 

v"' ( I )  = or ( O  - 1 )  (a -- 2) > 0, 

con lo cuol 

V"' ( I )  -- - 
2 - 0  

- - 
v ( I )  1 - or 

- 

V" ( I )  I  Y V' ( I )  I  

E l  supuevto que 112 < a < 1 inp l i eo  que 

V"' ( I )  -- V" ( I )  
v,, ( I )  > -3- V' (1) 

Por  (6) y (71, la Juncion de costo para impiementar  la accidn de costo alto, a s ,  estri 
dada por 

. . 

V  (I + 0) - -- 
An? 

C o m o  V  ( I )  = I", se t iene que h (u )  = ul/".  con lo cual 
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Dndos 10s sirjarentes unior.es de pardmetms: 

a = 213: T Z  (a') = 114, n2 ( a ~ )  = 113, I =  0. 

svpdngase que 8 > 0. # > 0 son tales que 

%213 > 3*. 

Entonces 

En estr cnso el costo i i c l  piinc?pal n o  es  mondtono crvciente como h n c i d n  de la riqueza 
iriicial riel nyerife. Sit gldiicn se puede obseruar en la sigviente figura (para S = 11, 

Figure 1: Costo en funcibn de 1) 

Considerando la expresidn de 9 en la Proposicidn 1 se deduce que ksta es positiva 
para a = (LH si y 5610 si 



De esta dehici6n de g ($) se tiene que 

ademb g' ($) > 0 sicmpre qtue V " ' / V 1 '  _<_ -3V"/V1 .  (Ver Apbndice, Lema 3 y Corolario 
1 ) .  Por lo tanto la condicio~~ suficiente en la Proposic1611 2 asegura que g (.) es estrictamente 
creciente, lo rual  implica que g ( )  es siempr-e nlayor a &G~JJ para todo valor de 

i lC ,~ , , ,X i  d > 0 y, consecuenteinente dk-- > 0 Sin e i~~bargo esto es mucho m L  de lo que 
se necesita para asegurar que ,:I costo C [aj 0) es creciente en 0, pues podria ocwrir que 

1 
g ( v )  > v,(~,(v(i+s)))  sin que g (qj sea nrcr:s;n-iarncntc monbtona creciente. 

Para valores pequeiios del costo d = r'~ ( a ~ ) .  se tlene la siguiente propiedad 

Proposic i6n 4 9 > 0 para ualores peqrreiios de  l;r 

Demostraci6n. Como ya se ha  visto, F i  > 0 si y sblo si g ( 9 )  > g (0). Del Lema 3 
cn el ApBndice, se tiene que 

luego se concluye que para valores pequefios cle lli debe ser g($) > g(0),  d e  donde 
W > O . .  - 

Proposicidn 5 Sea V ( I  + 8) > *,,. S<, -V"' (h) /V" ( h )  > -3V" (h) /V' (h), en- 

Lonces o bzen - > 0, o bzen eEiste 9 ' , 0  < w v  < &V ( I +  B), tal que - > 
aCIc1i.8) 0 S Z ~ J  < $*, y 7,r < 0 s i $ >  ~ * .  

Demostraci6n. Recorrlenlos que > 0 si y s61o si g (Ilr) > g (O), por lo tanto se 
analizara esta niltima desigualdad. De V " '  ( h )  /V" (h )  > -3V" ( h )  /V' (h) y la expresihn 
de la derivada segur~da g" ($) en el Apendice, Len~a 3; se observa que g" ($) < 0. Luego 
g ($) es estrictamente cbncaval lo cual.. con el hecho de qne gl(0) > 0, iniplican que la 
funci6n g tiene a lo rrlis un extrelno relntivo interior que deberia ser un m&.in~o. Es asi 

colno g no puede preseiltar un mir~irrlo interior en el illtervalo de deiinicihn 10, * v ]  
L -, -, 1 

(recordar que debe cunlplir~c que V = V (f + 0) > *$ ). Por lo tanto o bicn el mini~no 

se p r sen ta  en 0 (g (d) > 9 (0)) y entonces wL > 0 o bien el minimo se alcanza en el 
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otro extremo drl i1tterv;~lo con g (&v (?+ 0)) < g(0) .  En este liltimo caso, dado que 

la filrlciiJn g s61o puede tener un valor mdximo interior y nin* nunimo interior, se llega 
a la existencia de $', 0 < $' < $&V (1+ 0) , tal que g (11') = g (0) , g  ($) 2 g (0) si 

a c ( ~ , , . s )  , s. 
$ 5 $' y g ( a )  < g (0) si $ 2  $*; luego 7 - 1 $ 5  $') y < 0 si $ 2 $'. 

Ejemplo 2 Cor&sidP,ese !a funcion de utilidad y ios ualoles de pardmetros dados en el 
Ejemplo 1. iiorlde 

S i  se nnalzzit c h i 0  i:n,ia este costa como fumidn de! pardmetro $, entonces se t i m e  el  
sigrriente yrcifico (j1oi.a il = 100): 

Figure 2: en funcihrl de .d>, para 0 = 100 

4 Funciones de utilidad tip0 HARA 

Las funciorles de utilidad tipo HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion) son aquellas 
funciones de utilidad cuyo coeficiente de aversi6n a1 riesgo definen una hiperbola, y que 
en gerleral vielten dadas corno: 

1 v (I) = -- ( s + ~ I ) ? ,  
7-1 

(10) 



para 8 + y I  , 0; domle 6  > 0  y y  E R, y  # I)>: f 1 son par8metros. 
Los casos lituites y  - 0 y y - 1, luego cle rina transformacibn afln conveniente, llevan 

a las funciones de utilidad exponential negativa. V ( I )  = -e-'I6: y logarftmica, \,'(I) = 
log(6 + I ) ,  respectivamente. El caso particular de y  = -1 da la utilidad cuadrAtica 

2 V [ I )  = - $  (6 - I )  . COIILO puede observarse este tipo de funciones de utilidad HARA 
abarca la mayoria de las funciones de utilidad que se utilizan en Ins caqos prActicos. 

La expresion del coeficiente de aversion a1 riesgo es: 

1 
A ( I )  = 7 

0 + y I  

que claramente es decreciente en I  
Para estas furiciones sc tiene 

-v"' ( I )  /Vf' ( I )  = (1 + -,) (6 + ? I ) - ' ,  

3 V "  ( I )  /V' ( I )  = 3 (6 t ?I)- '  

Asi, la condici6n V "  ( 1 )  V ( h  < -31'" ( 1 1 )  /V' ( h )  se verifica si y solo si y  < 2. La 
funcion 

es convexa si y  < 2 y crjncnva para y  > 2. Por lo tanto se puede conduir que no t* 
dm 1% funciones de utilidacl de tipo HAR.A veritican la condici6n suficiente para asegurar 
que el costo es creciente colnc funci6n de la rirlueaa inicial del agente. Sin embargo, en el 
caso bajo anilisis de dos acciones y dos resultados posibles, se puede calcular la expresidn 
para la derivada de la funcidn de costo. v, y malizar si se cumple la condici6n sobre 
la funcion .9: g (11) 2 g ( 0 ) .  Se tiene la siguie~ite propiedad: 

Proposici6n 6 Si 1,' es una funcidn de utiiidad de tipo HARA (lo),  se cumple: 
(t) Si 7 5 2, entonces Kk!A 2 0 .  

( t l j  Sea y  i 2 y supdngase que V (I+ 8)  > WQ. Si r2 ( a H )  > (r2 [ a ~ ) ) - ,  entonces 

2 0  para todo 8.  .St 112 ( a H )  < (r2 (aL))*, entonee3 emite 11' tal p e  2 
"(*,,.8) < 

Si 11 > ~ . .  O para + < $*, pero -- tie 

Demostracibn. (i) Es inmediato de la Proposici6n 2 ya que si 7 < 2, entonces 
-V1" (h) /V1' ( h )  < -3V1' (h)  /V' (h).  
(ii) Recordemos que la condicion V (7 + 0) > eli, es el supuesto (8). De la deEnici6n 
de V y g, 

donde V = v (f + 8 )  y 

g ( 0 )  := ( ( y  - 1 )  V )  5 

Ahora bien, 2 0 si y 3610 si g (.$) 2 g (O), por lo tanto se analizara esta liltima 
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desigualdad. Spa y > 2, considerando que en este caso -V"'/Vt' > -3Vf'/V', por un 
razonamiento si~nilau a1 de la demostraci6n de la Proposicibn 5, se concluye que g no 

puede presel~tar urn minimo interior en el interval0 de definici6n V (recordar 

que debe cumplirse c p c  = V (I + 0) > *1L ). Dado que 
-1 

La hip6tesis n2 (rr , , )  2 (a2 ( a L ) ) h  irnplica que g presenta su valor minimo en 0, como 

se queria probar. (Observar que g (0) = ((y - 1) V)* > 0). En cambio, si 112 (aH) < 
(112 ( a L ) ) * ,  se llega a g (*v) < g (0), con lo c u d  < 0 para valor- de 1L. 
cercanos a1 inkinlo  valor posible A", para 0 dado. En efecto, por las caracteristi- 

=,(ai) 

cas de la funci6n g en ebte caso (g' (0) > 0, g" ( i )  < 0, g (0) > g ($&I/)) debe existir un 

dnico punto i' E que verifica que g ( r l . )  _> g (0) si 0 _< $ _< $' y g (+) 5 g (0) 

si Q* < $ < *I/. En el primer0 de 10s casos 2 O, y en el segundo 
W<"  . 

as 

Observaci6n El valor de qi' de la proposici6n anterior es una soluci6n de la ecuacibn 

De esta propoiici611 se puede inferir que si la condici6n de Thiele y Wambach no se 
verifica, para que el costo del principal sea monbtono creciente como funci6n de la riqueza 
del agente es nccesario rlue la probabilidad de obtener el lnejor resultado al realizar el 
esfuerzo alto, a,,,, sea bastante mayor que lade  obtener este mejor resultado bajo el esfuerzo 

bajo, a,. La condici6n aqui es: 7iz (aH) > (112 (aL))*. Observese que y > 2 implica que 

& < 1 y por lo tanto ( ~ 2  (uL))* > TZ ( a ~ )  Es decir que si 112 ( a ~ )  Z 112 (aL), puede 
ocurrir que el efecto de un mayor valor de 9 en el coeficiente de aversi6n a1 riesgo (haciendo 
que el agente sea menos averso a1 riesgo) predomine y produaca, consecuentemente, una 
disminucibn eel1 el costo del principal de in~plernentu la accibn ax. 



Ejemplo 3 Para la funcidn de utilidad HAR.4 de pnr.6,nefr.os 7 = 3 y 6 = 1; s i  ?rz ( a L )  = 

0,6; 112 ( a H )  = 0,7; 7 = 0; qi = 3,741 8  = 100; entorices < 0. E n  efecto, parn estos 
,ualores especificados, 10s c a l o r ~ s  dptlni,os son 

y i t 2  deriuad~l de la fwncidn de costo prmi ~7riplrrr1ent(rr la occzdn de costo alto, a n ,  es 
neyntrr~r~: 

El Ejernplo 1 es tambien un caso de una fi~ncion de utilidad HARA (y = 3: 6 = 0) .  

5 Principal averso a1 riesgo 

Em el cmo d r  UII principal averso a1 riesgo, con furici6n de utilidad U  (q I ) ,  U' > 0, U" < 
0 se plantean las rnismas preguntas sobre el efectu dc carnbios en la riqueza de un ager~te en 
el beneficio del principal. SR mmsiderara el c a o  de dos acciones y dos resultados posibles, 
cam0 en las secciones ariteriores. 

Si el principal desea ilnpleiner~tar la accidn ar, de inenor costo para el agente, entonces 
es suficient,e con ofrecer un inccntivo constante 4 = 1 2  = I * ;  que satisfaga con igualdad 
la restriccidn de participation del agente (El lie~leficio neto esperado, B = i r l ( a ~ ) U ( q l  - 

I )  + ? r 2 ( a ~ ) U ( q l  I ) ,  es derrecient,e en I): 

El carnbio cn I* cuar~do cambia O verifici~ que 

ar- - - - - 
V 1 ( I *  + 8 )  - V' (7+ 8)  

88 V' (I* + 8)  

dado que I' 2 i y que V'  > 0 es decreciente se tieile que 2 0, luego el beneficio del 
principal disrninuge cuar~do enfrenta un ageiltc m;is i-ico Si el principal desea implementar 
an, entonces resuelve el siguiente pruble~na dc optimizacidn: 

maw 111,U2 l l ~ ! a ~ ) U ! q l  - ~ ( u I )  + 8! + T ~ ( Q H ) U ( ~ ~  - h ( u z )  + o) ,  

sujeto a las restricciui~es de racionalidad individual y de co~npatibilidad de incentivos (4) 
y ( 5 ) .  Si B ( a n .  8) es el valor de este proble~na. la pregnnt,a es: iBajo que condiciones 
t,arnbihl se verifica que < O? 

Se supone a contirn1aci6n que 0 = ,zb ((3,') < , $ ( a ~ ) . =  $. 



Efictos de cambios en l a  riqueza del  agente sobm la ganancio del pn'ncipal 

Lerna 1 S e r ~  ri. = rn = i? Entonces se cumple  que: 
( i )  El esquerna d p f r n ~ o  rie incentiuas uenf ica  la restriccidir de  pariicipacidn con igualdad. 
t i i )  Sz la restricczbn de ci17npatrbilidad de zneenliuos no es activa, entonces e n  el 6ptim0, 
signo [g]  = signo j h l ( Q H ) v ' ( I l  + 8 )  + n 2 ( a ~ ) V 1 ( I 2  t o )  - V I  (i+ o ) ]  
(iii! Si nl esquerizrL dph,no de incentiuos uenf ica  ambas restricciones con zgualdad, la solu- 
cLdn ES I ;  = I L  ( i l l )  - 8 ,  I; = h(w2) - 8 ,  donde 

y el benefieio espet-ado rleto ue~ i f i ca  que 

Dernostracion. t i )  La rrstriccion de participaci6n (4) se verifica con ignaldad para todo 
nlimero nz de acciones y n de resultwios, pues en otro caso es posihle elegir e > 0 de 
nlanera que csta rondicion se siga cun~pliendo a1 considerar .u, - E :  pero este menor valor 
de -u, deia irialt~rnda la otra restriccion de compatibilidad de incentives (5) y aumenta el 
be11efir:io esperado. 
fii) Pol ( i )  el prol>lrma dcl principal puede plantearse coma 

mas z , . Y ,  T I ( ~ H ~ L ~ ( P I  - h(v1) + 8 )  + n z ( a ~ ) L ' ( q ?  - h ( q )  + 0 ) ,  

sujeto a 

don& u, = V ( I ,  + 8). La correspondiente funci6n de Lagrange es: 

y lai co~ldiciones ile primer orden son 
U'(a . -h(v . )+Oj  

, = a -  . + An, ( a ~ )  - PT, ( a L )  = 0 ,  i = l r 2 ,  
LA = 0, 
L, > 0 , l "  > 0 .  I 'L, =-0. 

Si C:"_, T ,  ( c r ~ )  .ui < I' ( I  + 8 ) ,  entonces lL = 0  y se llega a 



ObsBrvese que A  > 0 por los supuestos ~.ealizailos sobre li' y V' .  Las igualdades (13)  y 
( 1 5 ) )  definen implicitanlente a 111 y v2. Una aplicacion del teorerna de la envolvente d a  

d B  - d L  
30 
- - - = n l ( a H ) U 1 ( q l  - h(w,) c 0) + ~ . ) ( o . ~ ) U ' ( q ~  - h(u2) + 8)  - AV' (I+ 8)  

88 
= A  (n l (aH)V1( l , . ( , eL) )  + n % ( a ~ ) V ' ( I t ( ~ ' 2 ) )  - V '  ( T +  8 ) )  , 

donde los valores de A, vl y v? son 10s deternli~lxlos por (13) y (15) )  y p = 0. Corno X > 0, 
sr obtiene el resultado deseado. 
(iiz) Los valores indicados en (11)  y (12) )  de v1 y vn se obtienen de resolver el sistema 

Eni ( n r ) u ,  = ~ ( 1 + 8 )  
i= l 

Por derivacidn directa de B = n l ( a ~ ) U ( q l  - / l (v l )  + 0) + n 2 ( a ~ ) U ( q z  - h(w2) + 8) .  incor- 
porando 10s valores calculados de vl y r.2, que tarnbien dependen de 8, se llega a que 

de dondc se obtiene el resultwlo e~lur~ciado por pasos algebraicos. 

Proposici6n 7 Sea n = m = 2 .  Entonces 
(%) S i  la restriccidn de compatibilirlarl de incer~tivos rLu es activa, entonces 5 0 s iempm 
que la fvncidn l / V 1  (h ( u ) )  sea con.uez.a. 
(iij  S i  el esquema dptirno de incerativos uer i f ico im~bas restricciones con igualdad y la 
solucidn es I;  = h ( v l )  - R ,  I; = / L ( T ? ~ )  - 8 ,  colnti C ~ L  el Lema 1 (iii) ,  entonces 5 0 si y 

Demostraci6n. ( i )  Del lema autelior se sahr qilr en cl dptin~o se cumple: 

signo - =sign0 [ n 1 ( a ~ ) V ' ( I 1  + 0 j + n 2 ( a ~ ) V 1 ( I 2 + O ) - V r ( I + O ) ]  [$I 
Si 1 / V 1  (11 ( u ) )  es convexa, V' ( I L  (u ) )  es c6ucava y-, utilizando que h = V-I es convexa y 
creciente y que V' eu decreciente, se obtiene: 



Efeetos de  cambios en  lo riqt~ena del  agente sabre la  yananeia del principal 

con lo cual < 0. 
hi) Sigue innlediatamentc del lema anterior (i i i) ,  considerando que 
v1 ( I ;  + 8) I/' (i + 8 )  v1 (I; + 8 )  

Obskrvese qnr cl resultado ( i )  coincide con el col~ocido para un principal neutral a1 
riesgo (Proposicidn 3) .  Sill embargo, adn cuando l /Vf  (h (21))  sea corlvcxa, en el segundo 
caso puede ocurrir que > 0: como lo muestra el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 4 S C ~ L  jil ( a ~ )  = 0.6; T~ ( a H )  = 0; 71 7 = 0; ?) = 1. Considere un agente con 
f?mcidn de i~illldod HARA de pardmetros y = 1.8 ( y  = 2 )  y 6 = 1; y un principal 
con  fvncidil de i~tiliilad ezyonencial U (x) = e - '  ( o  bien potencial U (x) = JZ o bien 
lugar-it,,um Lr ( r )  = logz), c o r ~  q, = 10,qz = 100. Como y < 2 ,  se t iene que la funcidn 
1/V' ( h  ( T J ) )  es c<~ii  ueza (uw Seccidn 41, sin embargo el 6eneficio del principal n o  es siempre 
~ t ~ w e c i e n t e  coia la rrqurzo d e l  oyente como puede observarse e n  lar szgdentes.figuras: 

Figure 3: Beneficio del principal, U (z) = e c Z ,  y = 1 , 8  

Figure 4: Bcneficio del principal, U (x) = log x, y = 1,8 



Figure 5:  Beneficio dcl principal, U (x) = -e-', y = 2 

Figure 6: Deileficio del principal, U (x) = -e-', y = 2 

Figure 7- Beneficio dei principal, U (x) = = 2 



Efcctos  d e  cnnibios en la riyuera del  agente sobm la ganancia del pnrrcipol 

Figure 8: Beneficio del principal, U (z) = logz,y = 2 

6 Conclusiones 

Se ha considerado el modelo del principal-agente con la inclusidn de cierto nivel de riqueza 
del agente. En el caso de principal neutral a1 riesgo y agente averso a1 riesgo con funcibn de 
utilidad aditivamentc separable, se encontrd una dernostraci6n alternativa a la dada por 
Thiele y Wan~bacl! (19'39), yue es aplicable a una clase un poco n l b  amplia de funciones. 
Ta~nbibn se analizo la vnr~acidn del costo del principal con rcspecto a la riqueza del agente y 
en el caso de dos acclones y dos resultados posibles se demostro que si -V"' (h) /V" (h) 5 
3 V "  (h) /V' (h)  (0, m b  si~nple, si l /Vf  (h) es una funcion convexa) este costo es creciente, 
y cuando V '  ( I )  V 1 )  > 3 V f 1  (/I) /V1 (h) puede ser decreciente en algunos casos. Em 
el caso particular rle funciones de utitidad tipo HARA (que incluyen 10s tipos m b  usuales 
en las aplicacio~~es p~acticas) se caracterizd el comportamiento del costo en funci6n de la 
r iquaa del ,rgettto begi~n 10s valores del pardmetro y ,  y de l a  probabilidades n 2  (ax) y 
112 ((LL). Pakt LIII i r i ~ ~ c i p a l  averso a1 ricsgo con funcion de utilidad U (q - I), se comprob6 
que adn en el casn PI, qile 1/V' (h) sea convexa el beneficio del principal puede aumentar al 
contratu. agcntes lnAs ricos. El analisis se ha llevado a cabo en el escenario de dos acciones 
(csfuerzo alto y esfuerzu bajo) y dos resultados posibles (resultado mejor y resultado peor), 
restando para estudios futoros 10s casos generales de un nfimero arbitrario de miones  y 
de resultados, incluso una cantidad continua. 
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En este Apbndice se asumir8. adem& de los supuestos ( I ) ,  que la funci6n V tiene 
~lerivada de tercer ordeu continua. 

L e m a  2 Si h = V - ' ,  la funcidn 1/V' (I t )  es co,,iucLn aL y sdlo si -V1" (h )  /V" ( h )  _< 
-3V" (/I) /V' ( h )  

Demostraci6n. Considrranrlo que, pala 11 = V - '  

se sigue que las derivadas de primer y segundo orden de 1/V' (h )  son 

d2 ( l / V 1  ( h  ( I ! ) ) )  - - 
- 

V"' ( h  (u ) )  h' ( v )  (V' ( h  (v))13 - 3 (V" ( h  (v)))' (V1  ( h  (u)))' h' ( v )  

dv2 (vl ( I t  (m6 
= - ( V ,  ( 1 L  ( . L j ) ) ) 2  lL1 ( v )  

V"' ( h  ( 1 , ) )  V' ( h  ( v ) )  - 3 (V" ( h  (u)))' 

(V1  ( h  (v))I6 

= -V' ( h ( v ) )  
V"' (17, (to) V' ( h  (u ) )  - 3 (V1' (h(v))) '  

!V' ( h  ( u ) ) ) ~  

o sea 
V " '  ( h  ( v ) )  /V" ( h  (v)) 5 -31." (11 (u)) /V' ( h  (u ) )  : 

donde se ha utiliaado que V' > 0 y V" .( 0. . 
Lema 3 Si la funcrdn g esta definidu por 

entonces 



Efectos de  carnbios en lo riyuera del ugente sob= in ganancia del principal 

Demostraci6n. Sigue directamente de aplicar las reglas de del.ivacibn. ~ltilizando la 
relacidu (16). rn 

Corolario 1 SL  --V"' O r )  /I"' ( 1 ~ )  5 -3V" ( h )  /V' ( l ~ ) ,  entonces g" (d) _> 0 

Dernostraci6n. Dado que V" < 0, se tiene que -V"' ( 1 ~ )  V' ( h )  + 3 (V" (h))' = 
V" (-V"' ( 1 1 )  /V'' (11.) + 3V" ( 1 1 )  /V' (h ) )  >_ 0. La afirmacibn sr sigue de la ezpresibn de 
y" (y) en el lelna anlerior. rn 




