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1 Introduccion

En este trabajo se analiza el modelo del principal-agente cuando el agente posee una
cierta riqueza iuicial. El principal contrata al agente para realizar una tarea pero no
puede observar la accién efectivamente realizada por éste, sino sélo un resultado aleatorio,
cuya probabilidad depende de la accidn elegida por el agente. El problema del principal
es disehar un contrato con un esquema de incentivos que induzca al agente a ernprender
la accidn que maximiza el beneficio esperado del principal. Se supone que el agente es
averso al riesgo y por lo tanto el principal debe asumir parte del riesgo, de este modo es
necesario un esquema variable de incentivos. En un primer momento se considerara, como
lo realizan Grossman y Hardt (|2], [3], [4]), que el principal es neutral al riesgo, luego se
analizard el caso en que tanto el agente comeo el principal son aversos al riesgo.

La pregunta fundamental es eémo la riqueza del agente afecta el esquema dptimo de
incentivos v, por lo tanto, el beneficio esperado del principal en el modelo cldsico del
principal-agente. Como Thiele y Wambach ([3]) afirman, esta pregunta posee un gran
interés empirico e importancia tedrica: si la riqueza del agente afecta el salario esperado
que se le debe pagar, esto es un criterio importante para el principal cuando debe decidir
cudl agente elegir. Si un principal enfrenta dos agentes que difieren en su nivel de riqueza
inicial, pero son idénticos en lo demas, entonces el principal contratarfa al agente menos
rico si el costo de implementar una determinada accidn aumenta con esta riqueza inicial, o
por el contrario contrataria al mas rico en el caso opuesto. Se puede conjeturar que agentes
mds ricos necesitan una nayor compensacién por el mismo esfuerzo, haciendo mas diffeil
que la restriccién de participacidn se satisfaga (aumenta la tasa marginal de sustitucion
entre iugreso y esfuerzo). Ademds, puede ser maés dificil evitar que el agente elija menores
niveles de esfuerzo, por lo tauto las restricciones de compatibilidad de incentivos son mis
exigentes. Por otra parte también puede ocurrir que un agente mas rico sea menos averso al
riesgo y por lo tanto dismiuuya el costo del principal. Es asi como se observa que se pueden
presentar dos efectos contrapuestos, siendo de gran importancia tratar de dilucidar cudl
de los mismos predoinina. Thiele v Wambach analizaron el caso de funciones de utilidad
aditivamente separables y mostraron clertas condiciones bajo las cuales siempre el costo del
principal aumenta cuando el agente es mds rico. En el caso de funciones no aditivamente
separables encontraron que puede ocurrir el efecio contrario. En este trabajo se estudia
el caso de funciones de utilidad aditivamente separables v se prueba que en determinadas
condiciones €} bencficio del principal puede aumentar cuando el agente es mas rico. En

L Departinent of Econoluics, Arizona State University.
3 . . .. e . . B
“Facnltad de Cionvias Econdinicas, Universidad Nacional de Cuyo.

19




Revista de la Facultad de Cilencias Econdmicas - 2008

particular se analizan, para el agente, las funciones de utilidad tipo HARA, que presentan
un coeficiente de aversidn al riesgo decreciente en el ingreso.

El presente trabajo se organiza de la siguiente forma: en la Seccion 2 se presenta el
modelo; la Seccion 3 describe los resultados de Thiele y Wambach ([5]} en el caso de
una utilidad aditivamente separable, presentando una nueva demostracién de su resultado
principal; se analiza el caso de dos acciones v dos resultados posibles; las funciones de
utilidad tipo HARA se estudian en la Seccién 4 y en la Seccién 5 se considera el caso de
un principal averso al riesgo. La seccién 6 concluye.

2 Fl modelo

Tl modelo que sc considera es el modelo cldsico de informacion asimétrica (riesgo moral)
de Grossman y Hardt ([2]) del principal-agente, con la unica diferencia que el agente posee
una cierta cantidad de "riqueza inicial", 8.

Se supone que se tiene un nimero finito de acciones (m) y un mimero finito de resulta-
dos observables (n). Como es estdndar en la literatura se asume que el principal es neutral
al riesgo y que el agente es averso al riesgo. La funcién de utilidad del agente se supone
de la forma

V) —v(a),

donde V' y ¥ tienen derivadas de primero v segundo orden continuas que verifican
Vi>0, V'<0, ¥20, ¢ >0 y ¢ >0 (1)

@ indica la accién e I el ingreso del agente. Con T se indica el ingreso que el agente puede
obtener en otro lugar si no trabaja para el principal (salario de reserva).

Se supone que los productos, o resultados, posibles son g1 < g2 < ... < g, ¥ que 7; (a)
es la probabilidad de obteuer g; cuando el agente realiza la accién a; I; es el incentivo que
recibe el agente por parte del principal cuando se observa el resultado ¢;,i =1,...,n.

En el caso de un principal neutral al riesgo, su beneficio neto (3", m; (a) (¢ — I;) =
Yoimi(a)g — 3. q @ (a) [;)es méximo cuando se minimiza el costo. Por ello es que la
accion dptima que debe elegir el principal es aquélla con minimo costo de implementacion.
De allf que es suficiente estudiar el comportamiento del costo cuando cambia la riqueza
del agente.

Para cada accién a que el principal desea implementar, su problema de minimizacién
de costos es el siguiente:

n
i ) T
mn, 2 ek

sujeto a

%

> mile)V (I +6) — ¢ (a) V(I+4), (2)

Zm (@ V{IL+#-v(a) > Z‘?Ti (@YV (I; + 8) — 9 ('), para toda accién a'.(3)

i=1

La primera de estas desigualdades representa la restriccion de participacion, rmentras que
las restantes corresponden a las restricciones de compatibilidad de incentivos. A través
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del cambio de variables & = V!, como es usual, este problema puede escribirse de la
siguiente forma:

min Zﬂ',— (a} h(v;) — 6,
Leeo®n 7

i=

sujeto a

n

Y i) —v{a)

=]

Z (e v~y (a) Zm— (a'Vv; — ¥ (a’), para toda accién ', (5)

=1 =1

IV

V{I+9), (4)

iV

donde v, = V (I, + 8) ,I; = h(v;) — . Obsérvese que ahora las restricciones son lineales.

Con C (e, #) s= denotara el valor de cualquiera de estos problemas, el cual indica el
costo minimo esperado, para el principal. de lograr que el agente realice la accién a. En el
caso de la accion de minimo esfuerzo para el agente, el costo del principal es simplemente
ofrecer un esquema de incentivos constantes, I; = 1,7 = 1, ..., 7, que compense el costo del
esfuerzo e ignale el valor de reserva de] agente,

V{I+6)=V (I+8)+¢(a).

Si en cambio se pretende implementar una aceién de mayor esfuerzo (mayor costo) para
el agente, el esquema de incentives (Jy, ..., I,,) no podrd ser constante.

3 El costo C(a,8) y la riqueza inicial

Surge inmediatamente la pregunta: ;Fs siempre creciente el costo como funcién de la
riqueza inicial? La respuesta es que en general no lo es, como lo muestra el Ejemplo 1 mds
adelante. En e} caso de informacidn completa (donde no se presenta riesgo moral), el prin-
cipal puede observar la accidén que realiza el agente, va no son necesarias las restricciones
de compatibilidad de incentivos pues la accidn misma se puede incluir en el contrato. Por
lo tanto para implementar una determinada accién a basta con ofrecer un incentivo I* tal
que
VI'+8) =V (I+0)+v(a),
si el agente realiza dicha accién a y, por ejemplo, —oo en todo otro caso. Asf se tiene el
"First Best" {el principal elige la accidn a que maximiza su beneficio). El costo es en este
caso:
Cla,8)=I"=h(V{I+6)+v(a) -9,

cuya derivada, es

w = K(V{I+6)+v (@) V' (T+6) -1
V' (I+6) 1
V(R (V (T+8) + ¢ ()
_ Vih(V(I+8)) 1
ViR(V(I+8)+v@)
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Dado que h es mondtona. creciente. V' > 0 es decreciente y ¢ (a) > 0, se llega a que

v’ (h (_V (I+6))) -
Vih(V({I+0)+vy(a))) =7

cou lo cual % > (. Es decir que en el "First Best", siempre el costo del principal
aumenta cuando crece la riqucza inicial del agente. En el caso de informacion asimétrica,
cuando el principal no puede observar la accién que el agente realiza, sino sélo el resultado
obtenido, el priticipal debe ofrecer un esqueina de inecentivos que compense al agente por
la aleatoriedad presente en los posibles resultados. Dado que el agente se supone averso
al riesgo, mientras que el principal es neutral al riesgo, el costo del principal aumenta
en el "Second Best" con respecto al "First Best". Al analizar al caso de riesgo moral se
encuentran dos efectos contrapuestos: (i) Por un lado a mayor valor de 8, es necesario
mayores valores de I, para. por ejemplo, satisfacer la restriccion de participacién (2), es
decir el costo aumenta para valores mayores de &: (ii) Por otra parte, un mayor valor de 6
puede hacer que disminuya el coeficiente de aversién al riesgo del agente, haciendo que en
este caso disminuya el costo del principal (En {[1]) se prueba que la pérdida del principal
es creciente como funcisn del coeficiente de aversion al riesgo del agente.). Esto plantea
el interrogante de cudl de estos efectos domina, haciendo que efectivamente el costo del
principal aumente cuando auments la riqueza inicial del agente, o bien equilibrando ambos
efectos sin producir cambios en el costo, o adn llegando a darse la situacién de que el costo
disminuya.

Una forma de considerar el cambio en el costo es analizar su derivada Q%;—ﬁl. En
su trabajo de 1999, Thiele y Wambach ([5, Proposition 1]} mostraron, basindose en el
teoremna de la envolvente, la siguiente propiedad:

Proposicién 1 Fl costo de implementar lo accién a, cuande el agente dispone de una
rwqueza micial 8, verifica que:

n

0C (a,0) - 1
=g = ~1+v(1+9)zm(a)m

1=1

= 71+V"(h( f+6‘ Z'.'r,(a 7

1=1

1
Vil w))

En el mismo trabajo estos autores también probaron:

Proposicién 2 Bajo los supuestas (1) sobre V. si ademds V' tiene derivada .de tercer
orden continun y se cumple que —V"/V" < —JV"/V', entonces % > 0 pera toda
eceidn a superior ol nivel mimime de esfuerzo,

Obsérvese que esta proposicidn implica que bajo los supuestos (1), sl ademds V' < 0,
entonces se cnmple que M > (; sin embargo en la mayorfa de las funciones de utilidad
que aparecen en la llteratma ocurre que V" = 0.

Este resultado de Thiele vy Wambach puede también enunciarse como en la siguiente
proposicién, con una prucba mucho més sencilla. que la expuesta por los mismos en su
trabajo original, y sin necesidad de exigir la existencia de la derivada de tercer orden de

V.
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Proposicion 3 5 1/V' {h{v)) es una funcién convezn, entonces B—C(.(,;‘—m = 0.

Demostracion. De (4) se tiene que >, 7 (a)v; = V (I + 6} . Ahora bien, como V es
monétona creciente, i = V=1 también lo es; a su vez V' es mondtona decreciente, luego
1/V* (I (v)) es mondéiona creciente. Estas propiedades junto con la desigualdad de Jensen
para funciones convexas iinplican que

=~ 1 1 1
Z"“ (a) V' k() 2y (h (o, mi (a)v)) 2 Vi(h(V(I+06}))

=1

El resultado se obtiene basdndose en la expresion de "LC% dada en la Proposicién 1. m

Si V tiene derivada de tercer orden, entonces 1/V’ {(h (v)) es convexa si y sélo si se tiene
la siguiente designaldad —V"* (h{v))/V" (h(v)) < =3V" (h(v)) /V’ (R (v)), (Lema 2 en
Apéndice). Por lo tanto en este caso, la condicién de Thiele y Wambach es equivalente a la
condicidén de convexidac en la Proposicién 3. Sin embargo esta propiedad no es equivalente
a la convexidad de la funcidn 1/V' (I), ya que esta dltima funcién es convexa si y sélo si
-V /v (I < 2V (1 V' (I}, El requerimiento de que 1/V’ (I} sea una funcién
convexa es mas fuerte gue la condicién de convexidad de 1/V” (k (), es asi como pueden
existir funciones V' quc verifican que 1/V’ (h(v}) es convexa mientras que 1/V’ (I) no lo
es, esto es cuando — 2V () /V' (I} < V¥ (I} /V" (1) < —3Vv" (I} /V' (). Un ejemplo
de esta situacion es el caso de V (I) =7, con 0 < o < 1/2, donde 1/V* (h(v)) = évlr‘_za
es convexa ya que =2 > 1 cuando 0 < o < 1/2, mientras que 1/V'(I) = LI'~* no lo es
(0 <1-a<1) (Obsérvese que si 1/2 < a < 1, entonces 0 < == < 1y 1/V'{h(v}) no
€3 comnvexa).

Thiele y Warnhach llamaron a P = —V* /V" ¢] grado de prudencia absoluta de] agente,
nijentras que A = —V''/V’ es el coeficiente de aversion, absoluta, al riesgo. Por lo tanto
la condicién P < A en la Proposicién 2 expresa que si el grado de prudencia del agente
no es mayor que tres veces el de aversion al riesgo, entonces el costo para el principal de
implementar una determinada accién es creciente como funcién de la riqueza inicial del
agente.

Otro ejemplo simple de una funcién de utilidad que verifica estas hipétesis es la ntilidad
de tipo cuadrdtica V (I) = al — 372, paraQ < I < a/by a,b > 0, (P = 0). También lo
verifican las funciones de utilidad exponencial negativa V (I) = —e % a > 0, (P =A =
«) y logaritmica, V {(I)=log(d +al),paral > 0y d,a > 0, (P =2a/(§ + al) = 24).

Cason=m=2.

En lo sucesivo sc considerard el caso de sélo dos productos y dos acciones posibles,
esfuerzo bajo, ar. v esfuerzo alto, ay, con costos ¥ {ar) = 0y ¥ (ay) = ¢ > 0. Para
immplementar el esfucrzo alto en este caso particular, tanto la restriceidn de participacién
como la de compatibilidad de incentivos son activas ¥ se tienen las siguientes expresiones
para los valores éptimos (ver [2], [1]):

o= V(o) - Ty, ©)
vy = V(f+8)+ﬂ;(1?;)v,b, (7)
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donde Ay = 7y (ay) — 7 {ar). Para asegurar que v, > (), se hard el supuesto de que

. 8)

Fl siguiente ejemplo muestra que no siemipre se verifica que a_ca;Le) > 0; de hecho
ocurre que C' {a, #) no es una funcién mondtona de 6.

Ejemplo 1 Sean=m=2yV (I)=1% con 1/2 < a < 1. Se mostrard que, para cierios
valores de los pardmetros, puede ocurrir que el costo C (a,d) no sea una funcidn creciente
de 0. Las derivadas de V' son

Vi) = al"!'>0,
VD) = ala—1I*2<0, y
V') = ala—1D{a-2)1""3>0,
con lo cual
v 2-a viI) l-a
vy 1 Y T win T T
El supuesto que 1/2 < a < 1 implies que
VH: (I) VH (I)

GRS

Por {6) y {7), la funcion de costo para implementar la aceidn de costo alto, ay, estd
dada por

Clay,8) = Zfr,- (ag)h(v;) -0

= 7 (en)h (v (T+6) - (“L}w) + o (am) i (v (T+6)+ ”L(;:;)w) 6.

Como V (I) = TI%, se tiene que h{v) = 2"/, con lo cual

s e

Clag,0)=m (an) ((f+ H)a - ﬂz(‘:j)’l.b) + 3 {an) ((f+ 9)a + Wl_A(:;L)w) — 8.
(9)
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Dados los sigurentes wvalores de pardmetros:

a=2/3, malag)=1/4, mylag)=1/3, I=0,

supongase que # > 0,7 > 0 son tales que

%% > 3y

Entonces

Claw,6) = (92/3 _ 31[))3/2 4 (99/3 n 9'#0)3/2 e

Cal b2

1
3

En este caso el costo del principal no es mondtono creciente como funcidn de lo miqueza
inicial del agente. Su graficn se puede observar en la siguiente figura (para v =1),

Figure 1: Costo en funcién de 8

9.4 _
.2 _
N
22
28,8
5.6 ]
8.4
5.2 :
0 20 40 60 80 100

Considerando la expresién de a—(-%;’—ﬂ en la Proposicion 1 se deduce que ésta es positiva
para ¢ = ay si v sdlo si
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1 1

g(¢) = mi{an]

- + 72 lay) =
v (b (v (T +6) - 2y v (h(V (T +0) + ey
1

VIi{R(V(I+9)

De esta definicién de g (i) se tiene que

1

10 =TTy

vy g 0>,

ademds g’ (¢) > 0 slempre que —V7/V7 < —3V"/V’. {Ver Apéndice, Lema 3 y Corolario
1). Por lo tanto la condicion suficiente en la Proposicion 2 asegura que g () es estrictamente
creciente, lo cual implica que g (-) es siempre mayor a OS] para todo valor de

A ey 9 - ;
2 > 0 vy, consecuentemente % > 0. Sin embargo esto es mucho mds de lo que

se necesita para asegurar que el costo € (e, )} es creciente en #, pues podria ocwrrir que

g(w) > VRV (Te))) sin que g (3) sea necesariamente monétona creclente.

Para valores pequenos del costo ¥ = ) (ag ). se tiene la siguiente propiedad:

Proposicidn 4 W > 0 para wvalores pequenos de 1),

Demostracién. C?mo va se ha visto, ac;;. L > 0 siysolo si g{w) > g(0). Del Lema 3
cn el Apéndice, se tiene que

(m (ap)molar) meiow)m (GL}) V' (h(V (I +6)))
ans sm ) ()

i

g'(0)

—_M_>O |
o vei+e))t

luego se concluye que para valores pequeiios de ¥ debe ser g{¥) > g{(0), de donde
acg;;,‘a) >0, m i

Proposicion 5 Sea V (1 46) > 228l Gy V™ (b) /Y7 (b} > —3V" () /V' (h), en-
tonices o bien Qﬂg&‘—‘gl >0, o bien existe v, 0 < ¥° < 2S5z Y (I+ 6), tal que %l >

JTz(aL)
0 sip <ty y 2800 0 siqp

Demostracién. Recordemos que a(:(g;ﬂ > 0 sl y solo si g{¢) = g(0), por lo tanto se

analizard esta ultima desigualdad. De —V"' (h) /V" (k) > --3V" (R} jV' (k) y la expresién
de ia derivada segunda g” (¥} en el Apendice, Lema 3, se observa que g” () < 0. Luego
g () es estrictamente céncava, fo cual, con el hecho de que ¢’ (0) > 0, implican que la
funcién g tiene a lo mds un extremno relativo interior que deberia ser un maximo. Es asi

como g no puede presentar un minimo interior en el intervalo de definicién [O, %V]

(recordar que debe cumplirse que V =V (I + 6‘) > L'A(;—fl?ﬂ }. Por lo tanto o bien el minimo

se presenta en 0 (g (¥} > ¢(0)) y entonces QC(‘,#)- > {; o bien el minimo se alcanza en el

i6
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otro extremo del intervalo con g(ﬂ—ﬁ’ﬁ—)‘/ (f + 9)) < g(0). En este ultimo caso, dado que
la funcién g sélo puede tener un valor méximo interior y ningin minimo interior, se llega
a la existencia de ¥",0 < ¢* < 25V (I +6), tal que g(v*) = g(0),5 (%) > g{0) si

(oL}
$ <Yy g(9) < g(0)siv >yt luego ZHA > 0 5i g < g, y 2 < 0sigp >y
|

Ejemplo 2 Considérese la funcicn de utilided y los valores de pardmetros dados en el
Ejemplo 1. donde

9

Cla;6) =3

(92/3 - 31;))3/2 + % (92” + Qw)m "y

Si se analiza como varda este costo como funcion del pardmetro 1, entonces se liene el
siguiente grifico (para 8 =100}

-0.02!

Figure 2: Eé%’—‘?l en funcién de v, para € = 100

4 Funciones de utilidad tipo HARA

Las funciones de utilidad tipo HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion) son aquellas
funciones de utilidad cuyo coeficiente de aversién al riesgo definen una hipérbola, y que
en general vienen dadas como:

1 =1
V(I):ﬁ(*ﬂ"ﬂ) v, (10)

127



Reviste de la Faculfad de Ciencias Econdmicas - 2008

para d + I > 0, donde d > 0 y v € R, v £ 0,~ # 1 son pardmetros.

Los casos limites y — 0 y v — 1, luego de una transformacién afin conveniente, llevan
a las funciones de utilidad exponencial negativa, V (I} = —e™!/%, y logarftmica, V (I) =
log (& + I), respectivamente. El caso particular de v = —1 da la utilidad cuadrética
V()= —-3(- I)?. Como puede observarse este tipo de funciones de utilidad HARA
abarca la mayorfa de las funciones de utilidad que se utilizan en Jos casos practicos.

La expresion del coeficiente de aversion al riesgo es:

1
Al ==
S o +f
que claramente es decreciente en I,
Para estas funciones se tiene
V"DV = 1+ (6 + fﬂ)

3V V) = 308 ;~m

Asi, la condicién —V" (k) /V" (hY < —3V" (1) /V' (h) se verifica si y s6lo s1 v < 2. La

funcién )

Viih(v) =y =D

es convexa sl ¥y € 2 y concava para y > 2. Por lo tanto se puede concluir que no to-
das las funciones de utilidad de tipo HARA verifican la condicidn suficiente para asegurar
que el costo es creciente coino funcion de la riqueza inicial del agente. Sin embargo, en el
caso bajo andlisis de dos acciones y dos resultados posibles, se puede calcular la expresion
para la derivada de la funcién de costo, %, v analizar si se cumple la condicién sobre
la funcién g: g {(¥) > g(0). Se tiene la siguiente propiedad:

Proposicion 6 3i V' es una funcion de utifidad de tipo HARA (10), se cumple:
(1) 5i v < 2, entonces M > 0.

(v} Seay > 2 y supdngase que V (I + 9) T2 ; )1,’) Simg (agr) > (mp (o)) 7 = , entonces
ﬂ(sﬂf’i >0 para todo 6. Sing{ag) < (73 {ap))""", enionces existe ¢* tal que ﬁ‘_S_‘(gH_,l >
0 pora v < ¥°, pero% <05Hj}2v‘.
Demostracién. (i} Es inmediato de la Proposicién 2 ya que si v < 2, entonces

=V (hYy [V (R} < =3V (R) V' (Rh).
(ii) Recordemos que la condicién V (I + ¢) > "‘(G“w es el supuesto (8). De la definicién
de Vyg,

9 () =, (o) (('}' 1) (ff— %u)) T s (o) [ - 1) (V o, )) -

dondeV:V(f+B)y
g(@ = ((v-1V)™T

Ahora bien, 8C(an 0) > 0 sl y sélo sig{y) > ¢(0), por lo tanto se analizard esta dltima
36
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desigualdad. Sea v > 2, considerando que en este caso —V*'/V*Y > —3V"/V’ por un
razonamiento similar al de la demostracién de la Proposicién 5, se concluye que g ne

puede presentar un minimo interior en el intervalo de definicién [U

que debe cumplirse que 7 =V (I+86)> 3"3(%1{) ). Dado que

Aa =\ — TFQ{(J.L) Arg - ﬁ
g(?rg{_u;_}")_“l(aﬂ) ({'yul) (V_ FiY O ?TZ(GL)V>) *

’ — wi{ar) Amy - T
ey (ag) ({7*1) (V lﬁ‘m’z ™ (aL)V)> ’
se tiene que

(25 8) (- ) v

La hipétesis mo (ag) > {79 {ar))7 " implica que g presenta su valor minimo en (), como
H p q

Vo (GL) ] {recordar

L

se querfa probar. {Observar que g{0) = ((7 -1 V) 7T > 0). En cambio, si mp (ag) <
(o (uL))TL_', se llega a g (FA(E%E_/) < g{0), con lo cual % < () para valores de ¢
cercanos al méximo valor posible ﬁf‘—(’;ﬁf/, para ¢ dado. En efecto, por las caracteristi-

cas de la funcién g en este caso (g' (0) > 0,¢” (¥) < 0,9 (0} > g (ﬁh‘/)) debe existir un

trtico punto (O ,_,(c” ) que verifica que g (¥) > g{@) si0 < ¢ < ¥ y g (¢) < g (D)

siy' < P < "f‘—(r‘;:—]V En el primerc de los casos %’iﬁl > 0, ¥ en el segundo

8C{a.8)
5 <0 m

Observacion: Ei valor de " de la proposicién anterior es una solucién de la ecuacitn

T (en) ((T -y (T? - %(;TL}’W)) - + 72 {ay) ((‘Y -1) (17+ ELA%:TL)W)) ol

= ((y=HV)™T,

o0, equivalenternenie,

1 1
mo{nL) L\ 7T 5 omilar) AT S 1
g i) Ti\Ly, — Vi

Ty {an) ( Ay P + 2 (ag) (V + Arg W Vv

De esta proposicion se puede inferir que si la condicién de Thiele y Wambach no se
verifica, para que el costo del principal sea monétono creciente como funcién de la riqueza
del agente es nccesario que la probabilidad de obtener el mejor resultado al realizar el
esfuerzo alto, ajy, sea bastante mayor que la de obtener este mejor resultado bajo el esfuerzo
bajo a; . La coudicidn aqui es: m, (aH) > (w2 (21.)})7-7. Obsérvese que 4 > 2 implica que
'v 7 < 1y por lo tanto {7, (ar))¥T > 7y (ar). Es decir que si 72 {ay) = 72 (az), puede
ocurrir que el efeclo de un mayor valor de 8 en el coeficiente de aversién al riesgo (haciendo
que el agente sea menos averso al riesgo) predomine ¥ produzca, consecuentemente, una
disminnecidn en el costo del principal de implementar la accién ag.
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Ejemplo 3 Pura la funcion de utilidad HARA de pardmetros y =3 yd =1; simy (2;) =
0,6:m (ay) =0,7;1 =0;9 = 3,74;6 = 100, entonces %;é;'el < 0. En efecto, para estos
valores especificados, los valores dptimos son

7 _ ma{ag)

voo= V{I+6) - 20y =0,017
T
v = V{I+0)+ T—lA(;:—L)uJ = 37.417:

y la dertvada de la funcidn de costo parn implementar la acctén de costo alto, ap, es
negativa:

A ay, B) d 3 2 :
0—; - f1+V(h(V(“‘B)));“i(””)Wh(v—e))

= —0,088.
El Ejemplo | es también un caso de una funcién de utilidad HARA (v = 3,4 =0}.

5 Principal averso al riesgo

En el caso de un principal averso al riesgo, con funcidn de utilidad U{g — 1), U > 0, <
0 se plantean las mismnas preguntas sobre el efectn de cainbios en la riqueza de un agente en
el beneficio del principal. Se considerara el caso de dos acciones y dos resultados posibles,
como en las secciones anteriores.

Si el principal desea implementar la accién ag de menor costo para el agente, entonces
es suficiente con ofrecer un incentive constante [T = Js = J*, que satisfaga con igualdad
la restriccion de participacién del agente {El beueficio nete esperado, B = my(ey)U{(g —
I+ mo(am)U(g2 — 1), es decreciente en [):

V(I +60)=V{I+6)+iaL).

El cambio en I cuando cambia 8 verifica que

ar- V(48 - V' (I1+6)
FI V(I +6)
B V' (I+96)
V(I +86)

dado que I* > 1y que V' > 0 es decreciente se tiene que % > 0, luego el beneficio del
principal disminuye cnando enfrenta un agente mds rico. Si el principal desea implementar
oy, entonces resuelve el siguiente probleina de optimizacidn:
max 7y (am)U(qr — h{vr) + 0) + m2{apm)U{gz — h(ve) +6),
.U
sujeto a las restricciones de racionalidad individual y de compatibilidad de incentivos (4)
v (5). Si B(ay,8) es el valor de este problema, la pregunta es: ;jBajo qué condiciones
también se verifica que Q—Blg—;"—e) < 07
Se supone a contimiacion que 0 = 4 {a;) < ¥ (ey )= .
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Lema 1 Sean=m =2 Enfonces se cumple que:

(i) El esquema dptemo de incentivos venifica la restriccion de participacisn con igualdad.
{ii) §i la restriccion de compatibilidad de incentivos no es activa, entonces en el dptimo,
signo [£8] = signo [m1{ay)V/(Iy +6) + mo(ep)V' {2+ 0) — V' (I +0)]

(i2) Si el exquemnn dptino de incentivos verifica ambas restricciones con igualdad, la solu-
cion es I; = hi{wv) — 0,15 = h(vz) — 6, donde

w o= V(4T (1)
vy = V(f+9)+%w, {12)

y el beneficio esperado neto verifice que

dB , . VI +8) -V (T+0)
o5 = memUin —LAO gyt
- VI +8) -V (T+0)
; ge — I, + 8 :
TQ(Q'H)U (Q'z 2+ ) ] (I; ¥ 9)

Demostracién. (i) La restriccién de participacion (4) se verifica con igualdad para todo
ntimero m de acciones y n de resultados, pues en otro caso es posible elegir ¢ > 0 de
manera que esta condicidn se siga cumpliendo al considerar v, — ¢, pero este menor valor
de v, deja inalterada la otra resiriecién de compatibilidad de ineentivos (5} y aumenta el
beueficio esperado.

{ii) Por {ij el problema del principal puede plantearse coma

max {ag)U(g1 — h(v1) + 6) + malag ) U{ga — hivy) + 6),

sujeto a

2
Yomlamlvi—v = V(I+96), (13)

A

2
ZTT,;(CLL)’U{ -~ V(T+9), (14)

donde v, = V (I, + 8). La correspondiente funcién de Lagrange es:

L = mag)Ulg — h(v1) +0) + maley)U(g — h{ve) + 6} +
] 2
A (zm(aﬂ)u, —w—v(ﬂe)) + g (V (I+8) Zﬂ'i{aL)vi) ;

v las condiciones ce primer orden son
Lv; = —’TU,(O.H)E‘(af,'_:((jj)))*-a) + )\Tf{, (G.H} — MU (G,L) = 0, 1= }.., 2,
L, =0,
L,20,p20pL,=0

Siyo m(og)v <V {I+8), entonces =0y se llega a

_ Uy — h(nn) + 7) _ U'(go — h(vz) +8)
Vih{v)) V' {R(ue))
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(Ybsérvese que A > 0 por los supuestos realizados sobre I/ v V7. Las igualdades (13) v
{15)) definen implicitamente a v; y v;. Una aplicacién del teorema. de la envolvente da

%—? = % = (a)U' (g1 — R{v1) + 8) + ma(ap YU’ (g2 — hlvg) + 0) — AV (I + 0)
= AMm(ag)V' (h{v))) + malam)V' (Ii(v)) = V' (T + 6)),

donde los valores de A, v; y s son los determinados por (13) ¥ (15)) y g = 0. Como A > 0,
se obtiene el resultado deseado.
{#2) Los valores indicados en (11) ¥ {12)) de v; v w2 se obtienen de resolver e] sistema

2‘”&&1{)% = V{I+6)+4,
1=1

E_:Tri(al,)-u, = V(f+9).
=1

Por derivacion directa de B = m(ag)U(g — h(vy) + 60) + mo(an)U{gz — h{vz) + ), incor-
porando los valores calculados de u; ¥ v, que también dependen de 8, se llega a que

a8 ) v T+o)
55 = miamU' (e~ k(o) + 6) (1 - WT)) '
m2{an)U' (g2 = h(va) + 0) (1 . 5%)

de donde se obtiene el resultado enunciado por pasos algebraicos, m

Proposicién 7 Sea n=m = 2. FEntonces
(i} St lo restriceidn de compath.*hdmi de incentivos no es active, entonces 5= aB < 0 stempre
que la funcidn 1/V/ (h (v)) sea conveza.
(ti} Si el esquemna optimo de incentivos verifica ambas restricciones con z‘gualdad y la
solucion es I] = h(vi) — 8,1, = h{vy) — @, como en el Lema 1 (1), entonces B<0siy
solo si ~ A

Ulg — L) _ mafeq) VI + 0) VI (I+6) — V' (I; +6)

Uqy—1;) ~ milaw) V' (1, 1 8) V(T +6)— V' (T +89)

Demostracion. (7} Del lema aunterior se sabe que en ¢l éptimo se cumple:

8B . -
signo [89] = signo [m1{ay)V'(I} + 6} + ma{am )V (I +6) - V' (I +86)].

Si 1/V/ (h{v)) es convexa, V' (L (v)) es concava y, utilizando que A = V! es convexa y
creciente y que V7 es decreciente, se obtiene:

sz aV' (h{v;)) < V' (Zm(a,q)h(v,-))

=1 =]

< V' (h. (im(a;{)v,-))
= V'(h( )+1.U))
< v (f %))

(

A (v
I+

I
=

+6},
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con lo cual %—? < 0.

(4 Sigue inmediatamente del lema anterior (i), consideranda que
VL +6) sVI{I+6) <V (I} +0).

]

Obsérvese que el resultado (i) coincide con el conocido para un principal neutral al
riesgo (Proposicion 3). Sin embargo, ain cuando 1/V" (i (v)) sea convexa, en el segundo
caso puede ocurrir que %"g— > ), como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4 Sen ma{ar) = 0,6;m (ay) = 0,7;1 = 0;¢ = 1. Considere un agente con
funcidn de ubilidad HARA de pardmetros v = 1,8 (v = 2) y 6 = 1; y un principal
con funcidn de utilidad eaponencial U (z) = —e™= {0 bien potenciel U (x) = /T o bien
logaritmica U {z) = logx), con g1 = 10,2 = 100. Como v < 2, se tiene que lo funcidn
1/V’ (h(v]) es coriveza {ver Seccidn 4}, sin embargo el beneficio del principal no es stempre
decreciente con la rigueza del agente coms puede observarse en las siguientes figuras:

18.5

18.75% 19.25 13.5 19.75 20

18,5 18.75 19.25 18.5 19.75 W20

Figure 4: Beneficio del principal, I/ {z) = logz,v = 1,8

w



Reuvista de la Facultad de Ciencias Econdmices - 2008

134

5 10 15 20
-0.0000%

-0.00021 -

-0.00015.

-0.9063% -

-

Figure 5: Beneficio del principal, U (z) = —e™ %,y =2

80 100 120 14¢ 60 189 200

Figure 6: Beneficio del principal, U (z) = —e"%,v= 2

Figure 7: Beneficio del principal, I (z) = /z,7=2
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Figure 8: Beneficio del principal, U {z) = log z,v = 2

6 Conclusiones

Se ha considerado el modelo del principal-agente con la inclusion de cierto nivel de riqueza
del agente. En el caso de principal neutral al riesgo y agente averso al riesgo con funcién de
utilidad aditivamente scparable, se encontrd una demostracién alternativa a la dada por
Thiele y Wanibach {1899}, que es aplicable a una clase un poco mds amplia de funciones.
Tainbién se analizé la vartacién del costo del principal con respecto a la riqueza del agente y
en el caso de dos acciones y dos resultados posibles se demostrs que si — V™ (R) /V" (h) <
—3V7(h) /V' (h) (0, mas simple, si 1/V' (k) es una funcién convexa) este costo es creciente,
veuando —V* (1) /V" (B) » -3V {h) /V' (R) puede ser decreciente en algunos casos. En
el caso particular de funciones de utihidad tipo HARA (que incluyen los tipos mas usuales
et las aplicacioues practicas) se caracterizd el comportamiento del costo en funcién de la
riqueza del ageute segin los valores del pardmetro <, y de las probabilidades w2 {ay) vy
o (ag). Para uu principal averso al riesgo con funcién de utilidad U (g — T), se comprobd
que adn en el caso en que 1/V’ (k) sea convexa el beneficio del principal puede aurnentar al
contratar apentes mas ricos. El andlisis se ha llevado a cabo en el escenario de dos acciones
{esfuerzo alto y esfuerzo bajo) y dos resultados posibles (resultado mejor y resultado peor),
restando para estudios futuros los casos generales de un niimero arbitrario de accicnes y
de resultados, incliuso una cantidad continua.

References

(1) H. Chade and V.N. Vera de Serio, Risk Aversion, Moral Hazard and the Principal’s
Loss, Economic Theory 20 3, 637-644 (2002).

[2] S. Grossinan and O. Hardt, An Analysis of the Principal- Agent Problem, Econometrice
51, 7-45 (1983).

(3] D. Kreps, Curso de Teorta Microecondmica, Oxford University Press, New York (1995).
[4] A. Mas-Colell and M. Perry, Microeconomic Theory, Mc Graw Hill (1995).

[5] H. Thiele and A. Wambach, Wealth Effects in the Principal Agent Model, J. of Eco-
notic Theory 89, 247-260 (1999).

i35



Revista de la Facultod de Clencias Econdmicas - 2008

APENDICE

En este Apéndice se asumird, ademnds de los supuestos (1), que la funcién V tiene
derivada de tercer orden continua.

Lema 2 8i h = V~!, la funcién 1/V' (L) e¢s convera si y sélo si =V (R) /V" (h) <
=3V (h)/V' (h).
Demostracién. Considerando que, para h = V7!,

Py 1
"= iy (16)

se sigue que las derivadas de primer y seguudo orden de 1/ (k) son

d(1/V' (h{x))) _ V7 {h (v R (v) _ V7 (h(v))
du (V! (h(0)))* (V* (b (v)))°
¥
ALV (@) VM)A () (VV (R () - 3V (R @)D (Y (R (0)))° ' (v)
dv? (v’ (h ()

V(R () V! (B () = 3(V" (h ()
V7 (h(v)))°

VY (R () V' (R () = 3 (V" (h(0)))°

(v’ (h(v))° '

= (V' () W (v)

V' (h(v))

De donde, d 1/\;}.(1);@))) > 0 sl y sélo si

V() V! (R (w)) - 3V (R (w)) <0,

o sea
VTR () [V (R () < =3V (R(w)) [V (A (),
donde se ha utilizado que V' >0y V7 < 0. =®

Lema 3 Si la funcidn g estd definide por

ey ) + ma {ay) v (h<v(f+a;+”1 . )) s

1
v(f+0)——"'v’(“")m

o= mon) 7

entonces

 m(emmalen) L-'”(h(v(ns)—"” L 1,(.))  renimen) V”(h(v(f+8)+"—15(:—2"l\b))

R B ) (e

13%
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), 2 _yryiya{v Y
g (W) _ M :::\(".:)(Yu;.)) (V,)a( )

h(v(f+s)—%w)

malen)(m (o)) *\'J”V’-FS(V" 3
(A®,) oo

+

T:.(V(f-}-ﬂ)-}-%(%;—‘-lyb)

Demostracién. Sigue directamente de aplicar las reglas de derivacion, utilizando la
relacion (16). =

Corolario 1 57 -V (k) /V" (h) < =3V" (k) /V' (R), entonces g" (W) > 0.

Demostracién. Dado que V7 < 0, se tiene que —V"7 (R) V' (R) + 3 (V" (h))* =
V7=V h) fVP () + 3V (hy /V7 (R)) > 0. La afirmacién se sigue de la expresion de

¢ () en el lema anterior. m
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